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Uppgift 18.4

Avbildningen F: R? - R? har i standardbasen e matrisen

_ (2 -1
Ap = (1 ) ).
Vi skall forst bestamma egenvarden och egenrum till F; sedan skall vi, om majligt, skapa en ny ON-

bas for planet bestaende av egenvektorer. Om det inte gar vill vi atminstone anvianda sa manga
egenvektorer som mojligt som basvektorer. Egenvardena A l6ser sekularekvationen

det(4e — AE) = 0
dar E ar enhetsmatrisen av format 2 X 2. Vi far alltsa
det(4, — AE) =

|2;/1 :}1|:_/1(2_/1)4‘1:(/1—1)2:0@/1:1.

Vi erhaller alltsa ett enda egenvéarde, som da (naturligtvis) har algebraisk multiplicitet tva. Det
egenrum som hor till egenvardet har alltsa dimension (den sa kallade geometriska multipliciteten) tva
eller lagre (d.v.s. tva eller ett). Vi bestdmmer egenrummet E; fér 1 = 1:

gX=g(;)EE1®(AQ—AE)X=O=>(1 :})(;):(8)4:))(:)/

sa egenrummet ar

5= [ ()

och dim E; = 1. Tyvarr kan vi alltsa endast finna en linjart oberoende egenvektor till F. Eftersom vi
onskar en ON-bas viljer vi

1
h= 59@-

Vi tvingas nu anvanda en vektor som inte ar en egenvektor till F som var andra basvektor. Ett
naturligt val ar

1
f, = ﬁﬁ(_ll)-

Basbytesmatrisen fran e till f = (f; f;) ar

sa F:s matris i den nya basen f ar

Ag = T7'AT = [T ortogonal] = TTA.T = %G _11) (2 _1) G _11) - (1 2)'
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Eftersom den nya basen atminstone har en egenvektor som basvektor (namligen den forsta), blir
atminstone den forsta kolonnen i A¢ fin. Vi kan nu enkelt géra en geometrisk tolkning av F (ér det en

rotation, en skalning, en skjuvning, en spegling, en kombination av ...?), genom att i det nya
koordinatsystemet titta pa bilden av enhetskvadraten® D. Eftersom F &r linjar riacker det med att titta
pa bilderna av kantvektorerna f; och f,.> Vi har

Fa)=£(}),  Fi)=£(%)

sa att avbildningen tydligen ar en skjuvning:*

F(f2)
f, F(D)

f; F(fy)

! Enhetskvadraten &r den parallellogram som genereras av de tv3 basvektorerna. | standarbasen i R? &r allts3
enhetskvadraten punktmangden [0,1]2 = [0, 1] x [0, 1] c R2 d&r x ar den s3 kallade kartesiska produkten
mellan tva mangder.

? En godtycklig punkt x = f(X  ¥)T € D kan ju parametriseras f(x )T = f(s t)" = sf, + tf, dar

s, t € [0,1] sa att en godtycklig punkt i bilden F(x) = F(sf, + tf,) = sF(f,) + tF(f,) tack vare lineariteten.
En godtycklig punkt i enhetskvadraten D avbildas alltsa pd en punkt i den parallellogram som genereras av
bilderna av f; och f,.

3 Egentligen &r ju F: R? > R? en funktion som tar in vektorer, sa skrivsattet F(D), dar D ar en médngd av
vektorer &r ju lite oegentligt. Vad vi menar &r dock att vi applicerar F pd varje vektori D, d.v.s. F(D) =
{F(v):v € D}.
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