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Uppgift A 4.33
Deluppgift a)
Vi skall rita kurvan
x
y=fx)= N
Vi inser direkt att definitionsmangden ar
Dy =] - 1,1[

eftersom uttrycket under rottecknet maste vara positivt. (Naturligtvis kan man ocksa berdkna roten
ur noll, men d& v/0 = 0 far vi ju division med noll som inte heller &r sérskilt angenamt. Alltsd maste
definitionsméngden vara ett 6ppet intervall.)

Vi inser att i andpunkterna galler

y — +oo, x - +1

y — —00, x - —1
eftersom ndmnaren narmar sig 07 (d.v.s. noll frdn den positiva sidan) medan tiljaren nirmar sig +1

respektive —1. Vi noterar ocksa att y(0) = 0 och att f &r en udda funktion.

Derivatan ar

f’(x) = D[x (11— x2)-(1/2)] =x- (_ %) (1—x2)73/2. (=2x) + (1 —x?)"1/2 =

x? 1 x? 1— x2

(1 — x2)3/2 1— xz (1 — x2)3/2 (1 — x2)3/2

=m>0 VXEDf

sd att f ar strangt vaxande. Vi ser att det i andpunkterna géller
y’ — 400, x - +1

samt noterar dven att y (0) = 1.

Vi har nu allt som kravs for att rita grafen. Vi
erhaller i princip grafen intill.
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Deluppgift b)

Nu har vi

|x|

1
——+2 t +1
y = f(x) arctanx n1+x2

Forsta termen ger att 0 € Dy; alla andra punkter i R tillhor definitionsméngden.

Vi borjar med att undersdka gransvarden i 4co:

|x|
—--0, 2arctanx - In - —o0

X ’ 1+ x?
sdatty - —oo, x - +o0.

Motsvarande analys i minus oandligheten ger samma resultat sa ndr som pa att 2 arctanx — —,
vilket dock ger samma gransvarde y — —oo, x — —oo.

Alltsa galler
y — —00, X — Foo,

Vi maste nu ocksa understka diskontinuiteten i origo. Eftersom arctanx — 0 da x — 0 behover vi
bara undersdka gransvardena av

! —+In %]
B 14 x2
ddx > 0" samtx - 0.
Vi har att
— — Foo, x - 0%
X
samt att
In Al — x—0
1+ x2 ’
Saledes ar det klart att
! —+1n Ll 0
— — —00, X -
1+ x2

eftersom bdda termerna gar &t —oo. Om vi i stéllet ldter x = 0% erh3ller vi

1 |x|
—+In——=-> 40, x-0".
1+x

Forsta termen gar 3t +00 medan andra gar t —oo, men forsta termen 1/x gar mycket snabbare at
oandligheten, sa gransvardet blir 40, Detta visas genom variabelbytet t = 1/x: vi erhaller da

1 X
Xli)%l+ [;+ ln%] = th_)rorcl) [t + ln 1/ ] llm [t +1In(1/t)] = 11m[t +Inl—1Int] =
Int
= tlim [t—Int] = tlim [t (1 - T)] = |Hastighetstabell| = oo,

dar vi i sista ledet tillater oss att anvanda likhetstecknet pa ett nagot oegentligt satt (oo &r ju
egentligen inte ett reellt tal).
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Lat oss sammanfatta vad vi funnit hittills:

y > —0, X — oo
y — —00, x -0~
y = +oo, x -0t

Vi undersoker nu derivatan. Vi skriver férst om funktionen enligt

1
y= ;+ 2arctanx + In |x| — In(1 + x2)

sa att derivatan blir

, 1 2 1 2x (x—1%(x+1)
Y =gt TSt = = T
x2 1+x?2 x 14+x x?(x%+1)

Det &r klart att y'(x) =0 xe{-1+1}.

Vi erhaller derivatans teckentabell

x -1 0 +1
x+1 - 0
(x — 1)? + + + 0
y' + 0 - A - 0 -
Vi har alltsa en maximipunkt for x = —1 och en nedatgdende terrasspunkt for x = 1. | dessa punkter

ary(=1) =—(1 +n/2 +1In2) respektive y(1) =1+ /2 —In 2.
Om vi utvecklar parenteserna i uttrycket for derivatan erhaller vi

, x3—x2—x+1 1/x —1/x* —1/x3 + 1/x*
= - —_ —_
y x* + x? 14 1/x2

0, x — oo,

Grafen planar alltsa ut nar vi gar mot plus eller minus odndligheten; detta kan tyckas strida mot det
faktum att kurvan skall ndrma sig minus oandligheten i dessa granser, men detta ar alltsa bara en
skenbar motsagelse. Det skall dock sdgas att grafen gar mot minus oandligheten extremt langsamt.
Till exempel &r y(10°°) =~ —112.

Vi behover nu bara undersdka hur derivatan uppfor sig i narheten av origo.

Omx =~ 0saar

) X3 —x2—x+1 1 <0 v 0
= — ~ — X =~ U.
Y x* 4 x2 x* 4+ x2
Saledes ar det klart att
y' — —o00, x — 0.

Detta stimmer dverrens med det faktum att kurvan skall g&d mot +00 da x = 0. Om vi anvander oss
av alla punkter och lutningar och gransvarden vi funnit erhaller vi i princip grafen har nedan.
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