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Uppgift B9.38

Deluppgift A

Vi skall I6sa

y"+y" -4y —4y =2 — 4x.
Betrakta forst den homogena ekvationen

y'"+y" —4y' — 4y = 0.
Den karaktaristiska ekvationen ar
r3+r2—4r—4=0
med I6sningarna’
re{-2,—-1,2}.

Alltsa ar den allmanna l6sningen till den homogena ekvationen

yu(x) = Ae™%* + Be™ + Ce?*.
For att finna en partikularlosning till den ursprungliga, inhomogena, ekvationen, ansatter vi

y=C+Cx=>y =C=>y"=0=y"=0
som vid insattning ger
—4C, —4C; —4C,x = 2 — 4x

d.v.s.

4C, =4

med l6sningen (Cy,C,) = (—%, 1). Alltsa ar en partikulérlosning

3
yp(x) = o tX

och den allmanna lésningen till den ursprungliga ekvationen ar
—2x —-X 2x 3
y(x)=yy+yp = Ae™** + Be ™ + Ce —E+x.

Deluppgift B

Vi skall nu 16sa

! Prévning ger att t.ex. r = —1 4r en I6sning, varvid de tva andra kan erhallas som nollstallena till det polynom
duerhélleromdudelarr® +7r%2 —4r —4 medr + 1.
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y'" —y" =2y =4x + 3.

Den homogena ekvationen
y"=y"=2y"=0
har den karaktaristiska ekvationen
r3—1r2-2r=r(?-r—-2)=0
med I6sningarna
r e {-1,0,2}

sa att den allmanna lésningen till den homogena ekvationen ar

yu(x) = Ae ™ + B + Ce?*
[eftersom e%* = 1].
For att finna en partikularldsning till den ursprungliga ekvationen ansatter vi

y=x(Ax+B)=Ax*+Bx >y =2Ax+B=>y" =24=y""=0

[enligt generaliseringen till ordning differentialekvationer av ordning 3 av “receptet” i Forsling pa
sidan 406]. Instoppning ger

—2A—4Ax—2B =4x+3

somgerA=—1ochB = —%, och darmed ar

yp(x) = —x = >x

en partikularlésning till den ursprungliga ekvationen, som alltsa har den allménna l6sningen

1
y(x)=yy+yp= Ae_x+B+Cezx—x2—§x_

Deluppgift C

Slutligen skall vi 16sa
y'" —y=e*+sinx.

Den homogena ekvationen

nr

y o —YyY=

har den karaktaristiska ekvationen

med de tre enhetsrotterna
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lL,—c——i,—c+—i

1 V3. 1 V3,
re { 2 272772 }

[Du kommer vél ihdg grundkursen? Det ar klart att tredjegradsekvationen r3 = 1 har exakt tre
komplexa rotter. Det dr de tre tal i det komplexa talplanet som ger 1 4+ 0i om du hdjer upp dem till
tre. Det foljer att samtliga maste ha belopp 1 (varfor?) samt att deras argument maste ge en
heltalsmultipel av 2 vid multiplikation av tre (varfor?).]

Saledes har den homogena ekvationen den allménna I6sningen

_1_1§> (_1+1§>
yH(x)erx+Be(2 2lx+Ce 2zt )

som ocksa kan skrivas pa den “reella” formen?
1 V3 V3
yy(x) = Ae* + e72* [Cl sin—-x + C, c057x]

for tva andra konstanter C; och C,. Nu aterstar alltsa bara att finna en |6sning till den ursprungliga,
inhomogena, ekvationen

y"' —y=e* +sinx.
Kom nu ihag att det har ar en linjér differentialekvation, d.v.s. om vi skriver den pa formen
L(y) = f(x), med L(y) = y'"" — y, sa galler att om y; |6ser ekvationen L(y;) = f;(x) medan y,

|6ser ekvationen L(y,) = fo(x) saary = y; + y, enlosning till L(y) = f;(x) + f,(x).

Det vi kan gora har, allts3, ar att finna en 16sning y, till y''" — y = e* samt en annan 16sning y,till

y"" —y = sinx, ty dd kommer yp := y; + y, att vara en partikularlésning till hela den ursprungliga

ekvationen y""" —y = e* + sin x [vilket &r precis vad vi behéver, eller hur?].

Sa, forst tar vioss an y'"" — y = e*. Har kan vi ansatta y = ze* vilket (efter lite rdknande) ger
y"" = (2" +3z" + 32" + z)e* s3 att ekvationen lyder

z'"+3z"+3z' =1

med den uppenbara lI6sningen

=7
z(x) ==
3
Alltsa ar
X X
=—e
V1 3
en |6sning till
ylll _ y - ex'

? Anvind definitionen av den komplexa exponentialfunktionen: e®*?t = e%(cos b + i sin b), a,b € R.
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Nu tar vi oss an

!

y'"" —y =sinx.

Vi ansatter, som vanligt, y = Asinx + B cos x. Lite réknande (som du nog kan nu) ger

_1 1 .
Y, = 2cosx 2smx.
Alltsa ar
(x) = 4 X x+1 1
yp(x) =y, yz—Be 2cosx 2smx

en partikularlésning till den ursprungliga ekvationen, som da har den allménna l6sningen

_ o L . V3 3 x .1 1
y(x) =yy+yp =Ae* +e 2 Clsln7x+62cos7x +§e +Ecosx—zsmx.

Egentligen ganska enkelt, nar man val kan det, men nog ser det bokigt ut om man annu inte tagit till
sig det...
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