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Uppgift E8.15

| den har uppgiften betraktar vi differentialekvationen

_ 1+y
Cx2 4 x

!

y

Deluppgift A
Vi skall bestamma den l6sning som gar igenom punkten (—2, 1). Ekvationen &r separabel, ty den &r
ekvivalent med

y 1
14y x2+x
med tanke pd atty ~ 1s8 1+ y ~ 2 # 0. En primitiv funktion till (1 + y)~! med avseende p& y &r
In|1 + y| och en primitiv funktion till (x? + x)~! med avseende pa x drIn|x| — In |x + 1|
(integranden &r ju rationell, sa bestamningen av primitiven sitter ju i ryggmargen sedan forra
kursenl!l). Var ekvation kan salunda skrivas

d d
alnll +y| = a(lnlxl —In|x + 1)).

Vi drar slutsatsen att det finns en konstant C € R sadan att
In|tl+y|=In|x| —-Injx+ 1|+ C

[om tva funktioner har samma derivata maste de vara lika sa nar som pa en konstant, d.v.s. sa nar
som pa en hojdforskjutning i grafen]. Eftersomy =~ 1s3dr1+y = 2 > 0 och eftersomx =~ =2 < 0
arx + 1 = —1 < 0 sa hantering av beloppstecknen ger

X
Inl+y)=In(—x) —In(—x—1)+C =1n +C
(14) = In(=x) ~In(=x — 1) —
sd att
1+y=eln%+6=eceln%= Dx
x+1
dar den nya konstanten D := e (> 0). Slutligen far vi
_ Dx
y_x+1
Kravet y(—2) = 1gernuatt D = 1s3 att
X X x+1_ 1
Y rT1 Tx4+1 x+1 x+1

Nar vi hanterade beloppstecknen kravde vi att x < 0 och x + 1 < 0 vilket &r ekvivalent med x < —1,
som alltsa ar det intervall for vilket var [6sning géller. (Det ar ocksa uppenbart i var slutliga funktion
att x inte kan bli sa stor som —1.)
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Deluppgift B

Vi skall nu i stéllet bestamma den l6sning som gar igenom punkten (1, —1). Redan vart forsta steg i
forra l6sningen dr darmed otillatet (division med noll!). | stillet noterar vi att om y(1) = —1sa
maste y'(1) = 0. | sjdlva verket ser vi att den konstanta funktionen y(x) = —1 I6ser ekvationen.
Detta ar ocksa den enda l6sningen, och den galler tydligen for alla x > 0; x kan inte bli sa liten som
0, eftersom differentialekvationen inte kan vara uppfylld for x = 0.

Deluppgift C
Vi skall nu bestdmma den I6sning som gar igenom punkten (1, —2). Eftersomy ~ —2arl1+y =
—1 # 0 sa att ekvationen ar ekvivalent med

y 1
1+y x2+x

Som i a-uppgiften erhaller vi
In|1+y| =In|x| —In|x + 1| + C.

Nu dr,somsagt,1+y~= —-1<0medanx = 1> 0ochx+ 1= 2> 0s3aatt hantering av
beloppstecknen ger

ln(—l—y)=lnx—1n(x+1)+C=lnx_T_1+C.
Darfor ar
-y = N HC ZXD%
och
Dx
y:_x+1_

dar den nya konstanten D := e (> 0). Kravet y(1) = —2 ger D = 2 s att |dsningen &r

_ 2x 1 - 2x x+1_ 3x+1
= T ox4+1 x+1  x+1°

x+1

Under I6sningens gang antog vi att x > 0 och x + 1 > 0 vilket ar ekvivalent med x > 0, vilket ocksa
ar det intervall for vilken 16sningen (sdkert) galler.

Deluppgift D

Slutligen bestammer vi den 16sning som gar igenom punkten (— %, 0). Som tidigare far vi
In|l+y|=In|x|—Injx+ 1]+ C

och hantering av beloppstecknen ger

In(1+y)=In(—x)—In(x+1)+C=1In (_xi-l-l) +C
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medtankepéatt1+yz1>0,xz—%<00chx+1z%>0.Viférdé

_ () Dx
l1+y=e x+1 T 1

dar den nya konstanten D := e“ (> 0). S3lunda

varefter kravet y (— %) = 0 ger att D = 1. Lésningen ar darfor

X X x+1_ 2x+1

Y x+1 x+1 x+1 x+1

Under I6sningens gang antog vi att x < 0 och x + 1 > 0 vilket &r ekvivalent med x € ]—1, 0[, och det
ar darfor pa detta intervall som l6sningen (med sékerhet) galler.
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