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Optimering pa obegransat omrade
Bestdm storsta och minsta varde (om de existerar) av skalarfaltet f, definierat av

fOoy) =(x—2y)e™
pdomradet D = R x [0,1] (= {(x,y) E R>:0 <y < 1}).

Lésning: L&t oss forst finna alla lokala maxima och minima till skalarfaltet f pa hela planet R?, d.v.s.
alla "akta” bergstoppar- och dalar till f (oberoende av var artificiella avhuggning av planet dar
y = +1). | en sadan punkt ar gradienten till skalarfaltet noll. | vart fall &r gradienten

Vi y) =e (U TEF AT

som aldrig kan bli lika med nollvektorn, eftersom —2e™ # 0 f6r alla x € R. Lat oss da undersoka
funktionsvdrden pa randen, dar vi hugger av omradet. Lat oss bérja med den 6vre randen R x {1}
(= {(x,y) € R?:y = 1}). Har &r funktionsvardet

gx) = f(x,1) = (x—2)e™.
Derivatan ar
g'x)=@B-x)e*

som ar noll precis da x = 3. (Notera att x = 3 tillhér randen. Notera ocksa att derivatan ar positiv da
x < 3 och negativ dd x > 3, sa punkten x = 3 ar ett lokalt maximum av g, d.v.s. ett lokalt maximum
av f:s restriktion till dvre randen. Om vi tolkar f(x,y) som hojden 6ver havet i punkten (x, y) sa arju
ovre randen en cykelvag med hojdprofil g(x) och punkten x = 3 féljaktligen en lokal topp.) Vardet
harar g(3) = f(3,1) = e~ 3.

Nu underséker vi den undre randen R x {0} (= {(x,y) € R?: y = 0}). Har &r funktionsvirdet
h(x) == f(x,0) = xe™™ .
Derivatan ar
h(x)=(1—-x)e™*

som ar noll precis da x = 1. (Notera att x = 1 tillhér randen. Har ror det sig ocksa om ett lokalt
maximum pa randen, d.v.s. ett lokalt maximum for f's restriktion till randen.) Vardet héar ar
h(1) = £(1,0) = e™1, som &r dnnu storre &n e 3.

Tyvarr ar ju omradet D obegransat, sa vi maste pa nagot satt undersoka skalarfaltets (f:s)
uppférande nar vi gar lange och langre ifran origo (i allmanhet pa alla mojliga satt — i vart fall at
vanster samt hoger i remsan). Det ar lyckligtvis tamligen enkelt. Vi har ju

(x—=2)e* < f(x,y) <xe™%, vy € [0,1].
Tydligen galler, oberoende av y, att f(x,y) = 0 da x - o och f(x,y) - —c0 da x - —oo (motivera

det!). Det dr alltsd uppenbart att minsta varde saknas hos f pa D —vi kan erhalla precis hur stora
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negativa varden som helst, bara vi gar tillrackligt [angt at vanster. Daremot kommer vi ndrmare och
narmare noll ju langre at hoger vi gar. Slutsatsen ar att det storsta varde vi kan uppmata forekommer

i punkten (1,0) och dre~t.

Svar: Minsta varde saknas (och infimum &r —oo); storsta virde dr e~! och antages i (1,0).

Metod 2

En kanske nagot snabbare l6sningsmetod ar som foljer. Notera forst att f(x,y) » —c0da x - —

(oberoende av y). Minsta vdrde saknas sdlunda (infimum &r —oo). For att finna stérsta vardet, kan vi
fixera nagon horisontell linje y = ¢, och finna storsta varde pa just den linjen (hogsta héjden pa just
den horisontella cykelbanan). Vi far da hojdprofilen

X

ge(x) = (x — 2c)e™%,

d.v.s. g.(x) ar hojden 6ver havet pa position x € R pa den horisontella cykelbanan med ”index” c.
Storsta hojden pa den banan fas med vanlig derivering:

gc(x)=1—-x+2c)e*=0x=1+2c.

[Notera att det verkligen &r maximum, fér g.(x) - 0 da x - o och g.(x) » —codd x - —o0.]
Hogsta hajden pa cykelbana ”index ¢” &r alltsd g.(1 4+ 2¢) = (1 + 2¢ — 2¢)e~(1+26) = g=172¢ ochy
antages vid positionen x = 1 + 2c¢. Lat oss nu jamfora alla dessa hogsta punkter nar

cykelbaneindexet c varierar. Vi har ju en funktion
1-2¢

Topphojd(c) = e~

som tar in cykelbanenumret ¢ € [0,1] och ger ifran sig hogsta héjden pa den banan. Det &r klart att
den hogsta topphojden (for alla banor!) ar den som hor till cykelbanan med index ¢ = 0 och &r
Topph6jd(0) = e~ 1.

[Hade funktionen ¢ = Topphojd(c) varit mer invecklad hade vi forstas deriverat den (med avseende
pa ¢) och satt derivatan lika med noll och undersokt randpunkterna ¢ € {0,1} separat.]

Svar: Minsta varde saknas (och infimum dr —oo); stérsta varde dr e ! och antages i (1, 0).
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