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Uppgift 2.45
Bestam ekvationer for alla linjer som tangerar ellipsen x2 + xy + y2 = 1 och som gar genom
punkten (0,2).

Lésning: Det ar geometriskt uppenbart att det finns precis tva sadana linjer (varfor?), och ingen av
dem &r lodréat. Vi bérjar med att bestdmma tangeringspunkterna for dessa. Lat (a, b) vara en sadan
tangeringspunkt. Da vet vi dels att (a, b) tillhor ellipsen, dels att (a, b) tillhdr en av linjerna. En (icke-
vertikal) rat linje genom punkten (0,2) har ekvationen y = 2 + kx. Vi vet darfor att

{a2+ab+b2=1
b =2+ ka.

Dessutom vet vi nagot om k, eftersom linjens lutning &r sadan att den tangerar ellipsen i (a, b). En
normalvektor till ellipseni (a, b) ar (2a + b, a + 2b) sa en riktningsvektor for linjen dr (—a —
2b,2a + b) =: (Ax, Ay). Det foljer att linjens lutning ar

k._Ay_ 2a+b
T Ax a+2b

Vi har darfor féljande ekvationssystem:

a’+ab+b*=1
b=2+ka
2a+Db

a+2b

med tre ekvationer i tre obekanta (precis lagom). Vi eliminerar genast den for oss ointressanta
storheten k, och sedan |6ser vi det nya systemet pa vanligt satt:

a?+ab+b*>=1

a’?+ab+b*=1
b=2+ka —— 2a+b —
_ 2a+)b — 9 _ a
= "2+ 2 a+2b
{ a’+ab+b*=1
2a% 4+ 2b%> +2ab =2a +4b
2 _ _
{a +ab+b* =1 {a2+ab+b2—1
2=2a+4b a=1-2b
2 2 _
{(1—2b) +(1-2b)b+b°=1 {be{O,l}
a=1-2b a=1-2b
— (a,b) = (1,0) eller (a,b)=(-1,1).

Nu nar vi kanner till de tva maojliga tangeringspunkterna ar det forstas trivialt att bestdamma de tva
linjerna: dessa gar ju igenom dels (0,2), dels en av tangeringspunkterna. Och att bestimma
ekvationen for den linje som passerar genom tva givna punkter ar forstas en valbekant uppgift.
[Alternativt kan den ”ointressanta” formeln for k ovan anvandas.] Vi erhaller de tva linjerna

Li: y=2-2x
Lyy y=2+x.

Svar: Detvalinjernay = 2 — 2x och y = 2 + x &r de enda som uppfyller kraven.
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