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Uppgift 4.3b

Vi skall finna storsta och minsta varde av skalarfaltet F(x,y,z) = 3x + xy + 72 pa det kompakta
halvklotet x2 + y? +z2 <9,z > 0.

Lésning: Vi bestammer forst skalarfaltets stationara punkter:
VF(x,y,2) =B +y,x,2z) =0 < (x,y,z) = (0,-3,0)
och i denna enda stationara punkt antar F vardet F(0,—3,0) = 0.

Vi behéver forstds undersoka kroppens rand separat. Randen bestar dels av halvsfiaren x? + y? +
z%2 =9,z > 0 och dels av cirkelskivan x? + y2 <9, z = 0. Notera att dessa tva ytor har en
gemensam rand, namligen cirkeln x2 + y? = 9,z = 0. L4t oss bdrja med halvsfiren, som kan
parametriseras

X=Uu
=V

y
z=+9—u?—v2
Vi vill alltsa hitta max och min av
F(u,v) =3u+uv+9—u?—v?
nar u? + v? < 9. Inre stationara punkter ges av

3+v—2u

VF(u,v)=g( " — 20

)=0=)(u,v)=(2,1).

Punkten med koordinater (u, v) = (2,1) arju (x,y,2) = (2,1,2), och har dr F:svarde F(2,1,2) =
12.

Lat oss nu underséka bottenskivan. Har ar
F(x,y) =3x+xy
och vi vill finna stérsta och minsta varde pd x2 + y2 < 9. Inre stationédra punkter ges av
VF(x,y) =B+y,x) =0 (x,y) =(0,-3)

men denna punkt, (0, —3,0), har vi ju redan studerat! Vi behéver nu bara underséka randen av
bottenskivan, namligen cirkeln x2 + y2 =9,z = 0. Denna kan parametriseras

x =3cosq
y = 3sin¢g
z=0

och vi vill sdlunda finna storsta och minsta varde av

F(p) =9cosp +9cosgsing
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nar @ € [0,27[. Derivering ger

F'(¢p) = —9sing + 9cos? ¢ —9sin? ¢ = —9sing + 9(1 — sin? ¢) — 9sin® ¢ =

1 1
=—1851n2(p—9sing0+9=0<:>sin2(p+zsin<p—§=0(:>

(, +1)2 1 1 0 ( +1>2 9 , +1 +3
= -] —— =0 - =E—< —=Ir—- &
sin ¢ 2 62 sin ¢ 2 sin @ i

1
& sing € {E'_l}'

Med tanke pa att ¢ € [0,27[ maste alltsa ¢ € {n/6,5m/6,3m/4 }. Dessa vinklar svarar mot

punkterna (3\/—, Z , O), (3—\/_,5, 0) respektive (0, —3, 0). Den tredje ar bekant sedan tidigare, och i

de tva nya punkterna antar F vardena F (3\/_, 3, 0) 27—f respektive F ( 3‘/—, 3, O) = —ﬂé.
2’2 2 2 4

273 2304 . . 273
Notera att (77\/_) = % medan 122 = 144 = walket visar att 12 > 77\/_.

Slutsats: Storsta vardet 12 antagesi (2,1, 2). Minsta vardet — %g antages i (%E; 0).
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