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Uppgift 6.12

Deluppgift A
Vi skall berdkna

ffD(xz + y2)dxdy

.. .. . . x%  y?
dar D ar ellipsskivan s + 5 <1
Lésning: Notera att ellipsen kan parametriseras

x =2cost
y = 3sint.

Det ar darfor lampligt att byta koordinatsystem i planet fran kartesiska koordinater (x, y) till
"elliptiska koordinater” (7, @) enligt

x = 2rcos ¢
y = 3rsing.

Da svarar ellipsskivan D i xy-planet mot rektangeln E := [0,1] X [0,27[ i (7, ¢)-planet (d.v.s.
0 <r <1och0 < ¢ < 2m).Funktionalmatrisen for variabelbytet ar

(2 cos¢@ —2rsin (p)
3singp 3rcosg

sa funktionaldeterminanten ar 67. Vidare ar integranden
x2 4+ y% =4r2cos? ¢ + 9r?sin? ¢ = 4r2 cos? ¢ + 4r? sin ¢ + 5r?sin? ¢ = 4r? + 512 sin? @.

Darfor ar

ff (x% + y?)dxdy = ff (4r% + 512 sin? @) 6rdrde = 6.’] r3(4 + 5sin? @) drdg
D E E
391

1 2T 1
=6f r3drf (4 +5sin?¢@)dp =6-—- 131 = —.
0 0 4 2

Anmadrkning: Ett alternativt tillvdgagangssatt ar att forst byta koordinater fran (x, y) till (u, v) med

u= goch v = 33—/ | det nya koordinatplanet har vi d& enhetsdisken u? + v? < 1. Sedan infor vi

vanliga planpolara koordinater (7, ¢) med u = r cos ¢ och v = r sin ¢. | praktiken slar vi ihop dessa
tva variabelbyten till ett enda nar vi byter fran (x, y) till (r, @) ovan.
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Deluppgift B
Vi skall berakna

ﬂ- x3dxdy
D

dirD = {(x,y) ER*:1<x?+9y2 <9,x > 3y}.

y

2
m) , sa vi skall alltsa vara utanfor

2
Lésning: Forsta olikheten 1 < x2 + 9y? kan skrivas 1 < G) + (

2
ellipsen med halvaxellangderna 1 resp. 1/3. Andra olikheten x? + 9y2 < 9 kan skrivas (g) +y% <
1 sa vi skall vara innanfér ellipsen med halvaxellangderna 3 resp. 1. Dessutom skall vi befinna oss

- 1. .
under linjeny = 3% Rita omradet!

Om vi byter till elliptiska koordinater enligt

x=3rcosq

y=rsing
sa svarar omradet D i xy-planet mot ett valdigt enkelt omrade E i r¢ -planet. Kravet att vi skall
befinna oss mellan ellipserna i xy-planet betyder attr € E, 1]. Kravet atty < %x betyder att

@ E [—%”,%]. Viharalltsd att E = E 1] X [—%,ﬂ ar en rektangel i rg-planet.

Anmadrkning: Precis som i foregdende uppgiften kan vi dela upp koordinatbytet i tva steg. Forst byter
vi fran (x, y) till (u, v) enligtu = goch v = y. Da svarar ellipserna mot tva koncentriska cirklar, sa vi
har 1 < 9u? + 9v? < 9. Vidare &r det sista villkoret x > 3y nu helt enkelt u > v. Nar vi sedan infér

planpolara koordinater (7, ¢) enligt u = r cos ¢ och v = r sin ¢ ser vi mycket tydligt att r € E, 1]

ochgp € [— 3% n].

4’4

Funktionaldeterminanten ar 37 sa vi har

1 ™
7 242 5 1212
ffDx3dxdy = fL27r3 cos® @ 3rdrde = 81_& rtdr j_%ncos3 pdp =81- 253G 9
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Deluppgift C
Vi skall berakna

ffxdxdy
D

dar D == {(x,y) € R>:x% + 2xy + 4y*> < 1,x > 0,y > 0}.

Lésning: Notera att

2
x?+2xy +4y? = (x + )2 +3y% = (x + ¥)? + (V3y)
sa lampligen infor vi nya koordinater enligt

u=x-+y

v =3y
s att ellipsskivan x2 + 2xy + 4y? < 1 heter
u?+vi<i

i det nya koordinatsystemet. Vi skall alltsa befinna oss innanfér enhetscirkeln i uv-planet. Villkoret

y = 0 gerv = 0 medan villkoret x > 0 gerv < V3u. Det dr nu mycket l4tt att rita det motsvarande
omradet E i uv-planet. Gor det!

(Notera att det inversa koordinatbytet ar

v
X=u——

V3

7
Funktionaldeterminanten for koordinatbytet ar 1/+/3. Vi infér nu planpoléra koordinater enligt

U=rcose
v=rsing

(med funktionaldeterminant r). De motsvarande omradet i rg-planet ar F := [0,1] X [0, g]

eftersom arctanv/3 = g Vi har alltsa

-dexdy _U u—ﬁ) —dudv—fL(rcoscp—rsm(p) %rdrdfp

f Zdj )d 1 1 1 1
r cos ——sm =— . —-—==—
V3 v V3 v)ee V3 3 V3 9
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