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Uppgift 6.18
Lat

D:={(x,y,z) ER%: z>=x*>+y? z<1}

och 13t f: D — R vara ett skalérfalt pa D. Teckna integralen I == [[f f(x,y,z)dxdydz dels genom

att anvanda ”skivor”, dels genom att anvanda "staplar”.

Lésning och férklaring: D ar uppenbarligen en fylld paraboloid, se Figur 1. Hadanefter kallar vi den
”skalen” (som alltsa ar fylld — det &r en solid kropp). Vi kan (approximativt) dela in skalen i sma skivor
som i Figur 2 och i sma staplar som i Figur 3 (dar bara nagra staplar visas).

Figur 1. En paraboloid

Figur 2. ”Skivor” (eg. fyllda cylindrar) som (approximativt) fyller ut kroppen
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Figur 3. ”Staplar” (eg. fyllda ratblock) som (approximativt) fyller ut kroppen

Om f(x,y,z) = 1 pa hela D sé érintegralen [[[ f(x,y, z)dxdydz férstds inget annat dn volymen av
skalen. De tva konstruktionerna med skivor och staplar ar valkanda strategier for att berdakna denna
volym. Speciellt metoden med "skivor” kanns igen fran envariabelanalysen, dar vi berdknade volymer

av rotationskroppar.

Om vi borjar med ”skivmetoden” sa har vi

ﬂDf(x, y, z)dxdydz = fol (J‘L f(x,y, z)dxdy) dz

dar D, ar projektionen i xy-planet av den platta disk vid héjd z som erhalles nar vi skér skalen med
ett plan pa denna hojd. Kanten pa denna disk ligger pa paraboloiden (sjalva ytan) och uppfyller darfor
ekvationen x2? + y? = z. Det féljer att “skuggan” (projektionen) av disken ar

D, ={(x,y) € R?®: x?+7y? <z}
vilket alltsd &r den mangd i planet R? som den inre dubbelintegralen skall beriknas 6ver.

Om f(x,y,z) = 1 (d.v.s. om vi beraknar volymen) sa reduceras formeln ovan till

ff f(x,v,z)dxdydz = flA(Z)dZ
5 0

dar A(z) ar arean av disken vid holjd z, sa A(z)dz ar volymen av en liten fylld cylinder vid den hojden
och integralen ar bara summan av dessa smacylindrars volymer (nar indelningen blir finare och

finare, sa klart), d.v.s. hela skalens volym!

Om vi nu tittar pa “stapelmetoden” i stéllet sa far vi

_Ufo(x, y, z)dxdydz = -UZ)‘ <fxi+yzf(x, y, z)dz) dxdy
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dar D = {(x,y) € R?:x% 4+ y? < 1} 4r skuggan av hela skalen pa xy-planet (fast formellt betraktad
som en delmingd av R? i stillet for xy-planet i R3). Vi har ju staplar ovanfér hela denna disk, och
stapeln med centrum i (x, y) bérjar pd z = x? + y? (d.v.s. pa paraboloiden, sjilva ytan) och slutar pa
z=1.

Om f(x,y,z) = 1 (d.v.s. om vi beraknar volymen) sa reduceras formeln ovan till

ﬂfl)f(x,y,z)dxdydz = ﬂﬁh(x,y)dxdy

dar h(x,y) ar hojden av stapeln 6ver (x, y). Darfor ar h(x, y)dxdy volymen av stapeln, och
dubbelintegralen ar bara summan av dessa volymer (nar indelningen blir finare och finare, sa klart),
d.v.s. hela skalens volym!

Deluppgift 2

Vi betraktar nu det konkreta skalarfaltet

f(x,y,2) = z\/x? + y2.
Om f(x,y, z) ar densiteten hos skalen i punkten (x, y, z) sa ar integralen I lika med skalens massa.

Vilken av metoderna ovan skall vi valja? Vi provar ”skivmetoden”. Vi far da

X = pcos¢@
-U Zy/x? + y?dxdy = y =psing ﬂ zppdpdp = fo pidpde =
D, E, = [0,vz] x [0,2r[ E,
vz 2m 1 2n
=zf p2dp dgo=z-§z3/2-2n=?z5/2
0 0
sd att
L 2m 2 (1
ff f(x,y,z)dxdydz = ( j f(x, y,z)dxdy) f (? 25/2) dz = £ f z5/2dz =
0 0
47

NN

2w
3 21

Préva garna ”stapelmetoden” sjalv!

Bonusuppgift: Berdkna skalens volym med bada metoderna!
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