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Uppgift 6.26
Vi skall berdkna

f J- f 3zdxdydz
D

dar D ar den del av enhetsklotet som ligger i 6vre halvrummet z > 0.

Uppskattning

| princip sa delar vi alltsa upp klotet i en kvadriljon smabitar, och for varje smabit bestammer vi
vardet av skalarféltet f(x,y,z) = 3z just dar (tank densiteten) och gangrar med bitens volym. Da far
vi bitens massa. Sedan summerar vi (f[/ ) och far salunda hela klotets massa. Densiteten &r
uppenbarligen hogst langst uppe pa bollen; dar ar f(x,y,z) = 3z = 3 -1 = 3. Densiteten ar lagst pa
halvklotets bottenyta, dar den ar 0 (sa tolkningen som densitet ar kanske inte helt realistisk i det har
fallet!). Det ar klart att en motsvarande kropp som Overallt har densiteten 3 har hogre massa an var

kropp. Sa
2
fﬂ 3zdxdydz < fff 3dxdydz = BJ:U dxdydz =3-—=2m
D D D 3

eftersom

v = [ v = [ s =2

ar volymen av halvklotet. Vi kan alltsa omedelbart inse att integralens varde ar < 2.

Exakt berakning
Lat oss nu berdkna integralen exakt. Detta r mycket enkelt om vi infor sfariska koordinater (7, 6, @)
enligt

x =rsinf cos @

y =rsinfsing
z =rcosf.

Var halvboll D svarar da mot ratblocket E := [0,1] X [0,%] x [0,27[i (r, 8, @)-rummet. Eftersom

volymselementet &r dV = 72 sin 0 drdf¢ i sfériska koordinater s& &r

1 z 2m
2
fﬂ. 3zdxdydz = ﬂ:’. 3rcosO r?sinf drdfde = 3] r3drf sin 8 cos 8 d6 do =
D E 0 0 0
m 11 3n

1 21
2
=3 73d7f —sin 26 do@ dp=3-—-=-2m=—
fo . sin . Q Y

dar vi anvant sinus for dubbla vinkeln, sin 2t = 2sint cost,Vt € R.
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