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Variabelbyte i partiell differentialekvation
Vi skall bestdmma alla C2-l6sningar z(x, y) till differentialekvationen

XZyy = VZyy + 2y =2xy, x>0,y>0

genom att byta till nya oberoende variabler (u, v) enligt

u=xy
v=y
med inversen
u
X =—
v
y ="

Lésning: Vi oversatter derivatorna:

az_azau+azav_ 62_ 0z
dx  Oudx avax_yau_vau'

Det finns tva satt att ta fram 02z/0x?. Det ena séttet ar att notera att operatorn

som ger

622_ 0 (62)_ 6( 62)_ 2622
dx2  dx \dx _”au ”au -V ou?

dar vi anvant regeln for derivering av en produkt (v - dz/0u) och noterar att dv/du = 0 eftersom
partiell derivering m.a.p. u innebér att man haller de andra variablerna (hér bara v) konstanta. Det
andra sattet att ta fram 9%z/0x? ar att anvanda kedjeregeln igen:

622_ 6(62)_ E)( 62)_ 6( 62) 6u+6< E)Z) c’)v_ a( 62) +6( 62) 0—
ax2  odx\oax/ ox ”au T ou ”au JOx Ov vc’)u dx ou Uau y ov Uau -
3 0%z 3 0%z 3 2622
_vauz = ”auz vev ou?’

Samma sak igen! D3 aterstar bara

0%z 0 (0z 0 [ 0z 0/ 0z\ ou 0/ 0z\ Ov

axaf@(a)=@(”£)=a(”a>a+%(%)'@=
0 ([ 0z 0 [ 0z 0%z u 0z 0%z
=53 3 va)

0%z 0z 0%z

”W+£+”auav

=52 v aut Vouaw

dar vi anvant kedjeregeln och produktregeln. | de nya variablerna blir ekvationen salunda
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2u

u 0%z ( 0%z 0z 6zz> 0z
-V +

_ 2 ___ - — =
vv du? u6u2+0u+v6u6v ”au

som forenklas till

d.v.s.

" 2u ! 2u uz
Ziy=—— Sz =—+fW) e zwv) =—+Fw) + g ).

Slutligen oversatter vi losningen till de gamla variablerna:

z(x,y) = x?y + F(xy) + g().
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