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Beräkna arean av den del av paraboloiden 𝑧 = 3 − 𝑥2 − 𝑦2 som ligger ovanför ytan 𝑧2 − 𝑥2 − 𝑦2 =

3 då 𝑧 ≥ 0. 

Lösning: 𝑧 = 3 − 𝑥2 − 𝑦2 är förstås en paraboloid: 

 

Beträffande den andra ytan har vi 

𝑧2 − 𝑥2 − 𝑦2 = 3            
              
⇔               𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = −3 

där vi känner igen den senare ekvationen som den för en tvåmantlad hyperboloid: 
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Notera att den tvåmantlade hyperboloiden (som namnet utlovar) består av två disjunkta 

komponenter (två delar som inte skär varandra), en i 𝑧 > 0 och en i 𝑧 < 0. 

Med ”den del av paraboloiden 𝑧 = 3 − 𝑥2 − 𝑦2 som ligger ovanför ytan 𝑧2 − 𝑥2 − 𝑦2 = 3 då 𝑧 ≥ 0” 

avses den del av paraboloiden som ligger ovanför den övre av hyperboloidens komponenter, d.v.s. 

den del av den röda paraboloiden som ligger ”innanför” den vita hyperboloidkomponenten i följande 

bild: 
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Det är naturligt att fråga sig var de två ytorna skär varandra. Låt (𝑥, 𝑦, 𝑧) tillhöra skärningskurvan. Då 

är 

{
𝑧 = 3 − 𝑥2 − 𝑦2

𝑧2 − 𝑥2 − 𝑦2 = 3
𝑧 ≥ 0

            
              
⇒                {𝑧

2 + (𝑧 − 3) = 3
𝑧 ≥ 0

            
              
⇔               𝑧 = 2 

så att skärningskurvan ligger på höjden 𝑧 = 2 (vilket stämmer med vår bild!). Om vi stoppar in 𝑧 = 2 i 

paraboloidens ekvation (t.ex.) får vi 

2 = 3 − 𝑥2 − 𝑦2            
              
⇔               𝑥2 + 𝑦2 = 1. 

Vår uppgift är med andra ord att bestämma arean av den del 𝑆 av paraboloiden som ligger innanför 

cylindern 𝑥2 + 𝑦2 = 1, se bild. 
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Denna är bilden 𝐫(𝐷) där 

𝐫(𝑢, 𝑣) = 𝐞(
𝑢
𝑣

3 − 𝑢2 − 𝑣2 
) 

och 𝐷 är den fyllda enhetsdisken i 𝑢𝑣-planet (eftersom 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1). 

Vi får 

𝐫𝑢
′ (𝑢, 𝑣) = 𝐞(

1
0
−2𝑢

) , 𝐫𝑣
′(𝑢, 𝑣) = 𝐞(

0
1
−2𝑣

) , 𝐫𝑢
′ × 𝐫𝑣

′ = 𝐞(
2𝑢
2𝑣
1
) 

så att den sökta arean är 
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𝐴 ≔∬𝑑𝐴
𝑆

=∬|𝐫𝑢
′ × 𝐫𝑣

′|𝑑𝑢𝑑𝑣
𝐷

=∬√1+ 4𝑢2 + 4𝑣2𝑑𝑢𝑑𝑣
𝐷

= [

𝑢 = 𝜌 cos𝜑
𝑣 = 𝜌 sin𝜑
𝐽 = 𝜌

𝐸 ≔ [0, 1] × [0, 2𝜋[

] =

=∬𝜌√1 + 4𝜌2𝑑𝑢𝑑𝑣
𝐸

= ∫ 𝜌√1 + 4𝜌2 𝑑𝜌
1

0

∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

= [
1

12
(1 + 4𝜌2)3 2⁄ ]

0

1

⋅ 2𝜋 =

=
1

12
(5√5 − 1) ⋅ 2𝜋 =

𝜋

6
(5√5 − 1). 
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