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Berakna [ A - dr dér

Alp,p) ==9

|-

och
I'={(x,y) € R?>: 3x?+4y%2=12}.

Lésning: Ekvationen for I' kan skrivas

s& det ar en koordinataxelparallell ellips med halvaxellingderna 2 och v/3 i x-led respektive y-led. Vi
inser direkt att arbetet maste vara positivt eftersom vi har “medvind” under hela “resan”:

(I bilden ar alla vektorer lika langa. | verkligheten minskar deras belopp med 6kat avstand fran origo.)

Man kan forstas I6sa uppgiften utan nagot trixande alls. Vi har ju

I T
p=x*+y? <P=—,m§(xy)
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sa att vektorfaltet kan skrivas

A(x,y) = x? + yz\/%yzg(_xy) - ﬁg(_y)

i kartesiska koordinater, samtidigt som I' = r([0, 27[) dar

rt)=e (\%C :isntt)'

Detta ger integralen

jA-dr— fznA(r(t))'r'(t) dt = on ! e<_‘/§5int) : e(—Zsint) dt =
r Bl 0 B 0 4C0$2t+3Sil’12t_ 2cost - ﬁcost -

_f2”2x/§sin2t+2\/§cosztdt_J‘Z" 2V3 3
A 4cos?t + 3sin?t ~Jy cos?t+3cos?t+3sin?t
2 2\/§
[,
o Cos“t+3

som kan beraknas med standardmetoder fran envariabelanalysen, dven om den &r nagot bokig.

Vi valjer i stdllet att |6sa uppgiften med lite trixande med Greens formel. Vi inser namligen att

9Q oP _

ox dy
darA(x,y) = (P(x, ¥), Q(x, y)). Infér nu enhetscirkeln
C={(xy)eR? x*+y?2=1}

och 1at D beteckna omradet i planet mellan C och I'. Greens formel sager att

fAd+fAd ff(aQ aP)dd 0
-dr ~dr = — ——) dxdy =
r C p\dx dy Y

dar C genomlops medurs (for vi maste ha omradet D till vinster om oss nér vi berdknar en
kurvintegral i Greens formel).
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Vi har alltsa

fA-dr=—fA‘dr.
r c

For enkelhets skull berdknar vi arbetet nar vi gar ett varv kring C moturs i stillet. Lat C’ beteckna
samma kurva som C, fast tagen moturs. Da galler

fA-dr=fA‘dr.
r c’

Enhetscirkeln €' = r([0, 2[) dar

l'(t) — g(COS t)

sint

sa att

27T 21
B _ , B 1 —sint —sint _
LA dr_jcrA dr—fo Ar®) r(t)dt_.fo coszt+sin2tg( cost) g(cost)dt_

2Tsin? t + cos?t 2
= ﬁ dt = dt = 27'[.
o Cos“t+sin“t 0
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