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Tentamensuppgift 2014-08-27, 2
Betrakta vektorfaltet

y2+2xz—y
Alx,y,z) =e| z> + 2xy — z
x2+2yz—x

och lat T vara triangeln (kurva) med hérni (1,0,0), (0,1,0) och (0,0,1). Berdkna fFA -dr,darT

genomldpes ett varv moturs sett fran (17,17,17).
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Lésning: Vi kan naturligtvis 16sa uppgiften pa vanligt satt, genom att dela upp I i sina tre sidor,
parametrisera dessa var for sig och summera "kraft ganger stracka” i varje fall. Till exempel, den del
I, av I som ligger i xy-planet &r bilden r([0,1]) darr(t) = (1 — t, t,0) sa att arbetet har &r

1 1 t2 —t -1
W1=f A-drzf A(r(t))-r’(t)dt=f e 2(1—t)t -g(l)dt
Iy 0 O \@-02-@1-19 0

1

1

= f (—t>+t+2(1—-0)t)dt = 3
0

De tva andra linjestyckena som bygger upp triangeln I hanteras pa liknande satt. (Slutligen
summeras forstas de tre "arbetena” Wy, W, och Wj vi far fram.)

Alternativt kan vi anvanda Stokes sats. Rotationen

1
(VxA)(x,y,2) = g(l).
1

Stokes sats sdger nu att det sokta arbetet (kurvintegralen) ar lika med flodet av vektorfiltet V X A
genom ndgon yta i rummet som har I som rand®. Det finns forstas odndligt manga ytor i rummet
som har I' som rand. Varje "plastpase” som ar uppsatt i den trekantiga ”"hallaren” T duger. Den i
sarklass enklaste ytan som har I' som rand ar daremot (férstas) den del av planet x + y + z = 1 som

ligger innanfor I, d.v.s. den vita ytan i bilden nedan.

1 . . .
rand: som yta, inte som allmén delmangd av rummet.
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Lat oss kalla den héar ytan for S. Eftersom S ar en del av grafen till det plana skalarfaltet (x,y) » 1 —
x — y kan vi anvanda x och y som parametrar nar vi parametriserar S. Vi har S = r(D) dar

u
r(u,v) =g< v )
1—-u—v

och parameteromradet D dr mdngden av alla punkter (u, v) som skall stoppas in i r for att S skall
erhallas, d.v.s. i princip skuggan av ytan S i xy-planet, d.v.s. D ar den fyllda triangeln i uv-planet som
har punkterna (0,0), (1,0) och (0,1) som horn. Vi far darfor att flodet avV X A genom S &r

HS(VXA)ﬁdSzﬂD(VxA)(r(u,v)).(rgxr,;) dudv:ng(i)g(i) dUdv=ﬂD3dudv
=3ffdudv=3A(D)=3é:;,
D

Nu berdknade vi tydligen flédet av (V X A) genom S i riktning frdn origo. Om vi gar ett varv runt T i
I':s riktning med huvudet i denna normalriktning har vi ytan S till vdnster om oss, sa orienteringen
stammer. Stokes sats sager darfor att kurvintegralen

3
fA-dr=+ﬂ(v><A)-ﬁd5=—.
r S 2
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