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Uppgift 5.14

Vi skall berdkna arean innanfor astroiden r([0,27[) som definieras av

3
r(t) =e (‘;?53 tt) vt € [0,27].

Lésning: Den har uppgiften har inget med vektoranalys att gora. | princip skulle vi kunna |6sa den
med naiva metoder fran envariabelanalysen eller flervariabelanalysen. Till exempel skulle vi kunna
hitta y(x) och integrera rektangelareor fran x = —1 till x = 1. Det visar sig emellertid bli mycket
svart. Vi skall har i stéllet anvanda teorin for vektoranalys for att bestamma arean. Tricket &r att
utnyttja Greens sats pa ett valdigt snitsigt satt.

Lite teori
Lat y vara vilken sluten (och enkel) kurva som helst. Lat D vara omradet innanfor kurvan. Arean av
omradet D ar forstas

AD) = ffDdxdy.

Betrakta nu ndgot av vektorfilten
_ (0 —y -y/ 2)
A(x,y) = g(x) eller g( 0 ) eller g( %2 )

"WTF?! Varfor i hela friden skall vi betrakta dessa vektorfalt?!” undrar du nu. Anledningen kommer
du att upptacka snart. Jag lovar.

Lat oss nu betrakta kurvintegralen av A langs kurvan y, d.v.s. det arbete som kraftfaltet A utfor pa en
partikel som gar ett varv langs y i positiv riktning (d.v.s. omradet D ligger alltid till vanster). "WTF?! Vi
skall ju berakna areor, inte arbeten!” tanker du kanske nu. Jo, men ge dig till tals. Du kommer snart
att se varfor vi gér som vi gor.

Eftersom kurvan y ar sluten, kan vi anvanda Greens sats. Vi far att arbetet ar

W=LA'dr=-UD(Z—§—Z—§)dxdy.

Oavsett vilket av de tre vektorfalten ovan vi viljer, sa blir

0Q 0P

ox dy '

d.v.s.

W = dexdy = A(D),
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d.v.s. arbetet ar lika med arean av omradet innanfor den slutna kurvan! Vi har alltsa funnit ett helt
nytt satt att berdkna areor av omraden: vi bestdmmer helt enkelt kurvintegralen av nagot av
vektorfalten ovan langs omradets rand! Det har &r inte alls intuitivt, men det ar valdigt smart.

Back to Business
Lat oss da aterga till uppgift 5.14. Vi skall forsoka att bestimma arean innanfor astroiden (omradet
D) genom att integrera vektorfaltet

_ —y/Z)
A(x' y) - g( x/z
langs astroiden (kurvan) y = r([0,2x[) dar

3
r(t) =e (‘;‘1’53 :) vt € [0,27].

Detta ar enkelt. Vi far

AD)=W = fA .dr = f:nA(r(t)) r'()dt = lf:ng(— sin3 t) -g(_3 cos? t sin t) dt =
14

2 cos3t 3sin®tcost
2m
=3 (sin* t cos? t + cos* t sin? t)dt =
0
2m
=5 (sin*t (1 —sin?t) + (1 — sin? t)?sin? t)dt =
0
2n
=3 (sin*t — sin®t + sin? t — 2sin*t + sin® t)dt =
0
3 2T 3 2T 3 21
=—| (sin®?t—sin*t)dt = —f sin®t (1 — sin? t)dt = —f sin?tcos?tdt =
2 Jo 2o 2 Jo
3 21 3 2 1 2 3 2w 1 2
=3 i (sintcost)?dt = E-’; (EZSintcost) dt = EJ(.) (Esin2t> dt =
3fzn'Ztht 3 3m
=—| sin == =—
g, ™ 8" 8
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