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Uppgift 5.15

Lat y vara en kurva i halvplanet y = 0 fran punkten (1,0) till (—1, 0). Langs vilken sadan kurva ar

-2
6x — x3

kurvintegralen av vektorfaltet

l®

A(x,y) = 2(5) =
storst?

Ldsning: Forst noterar vi att vektorfaltet 1angs hela x-axeln (y = 0) saknar x-komponent; det pekar
alltsa rakt uppat/nedat (d.v.s. vertikalt). Foljaktligen, om vi integrerar langs x-axeln, dar dr alltid ar
horisontell, blir integralen noll ("kraft vinkelrat mot stracka”). [Mer formellt kan detta visas pa
foljande satt: Sag att vi integrerar langs kurvan C = r([a, b]) dar

r(t) == (t,0), Vvt € [a, b].

Da blir kurvintegralen (”arbetet”)

W=LA-dr=LbA(r(t)).r’(t)dt=ng(6t2t3).g((1))dt=fabOdt=O.]

Lat nu y vara nagon kurva fran (1,0) till (—1,0) i halvplanet y > 0. Vi kan skapa en sluten kurva I’
genom att lagga till den rata linjen L fran (—1,0) tillbaka till (1,0). Om vi betecknar innandémet med
Q, sa att dQ =T, ger Greens sats

-LA-dr='Uﬂ<g—§—g—§>dxdy= 3_]:[0(4—x2 — y3)dxdy.

Vi noterar ocksa att

fA-dr=fA-dr+fA-dr=fA-dr
r Y L Y

eftersom L &r en del av x-axeln. Salunda

fA-dr=3ff (4 — x? — y?)dxdy.
Y Q

Vi vill vdlja y sa att integralen blir s& stor som méjligt. Notera att integranden 4 — x? — y? &r positiv i
det inre till halvdisken x? + y2 < 4,y > 0 och negativ utanfér halvdisken (men fortfarande i
halvplanet y > 0). For att fa s stort varde pa dubbelintegralen som mojligt bor vi darfor ta med alla
positiva bidrag, och inga negativa bidrag, d.v.s. vi bor ta med allt innanfér namnda halvcirkel, men
inget utanfor. Var kurva y blir da féljande:

1. Den réta linjen fran startpunkten (1,0) till (2, 0).
2. Halvcirkeln fran (2,0) till (—2,0).
3. Den rata linjen fran (—2,0) till slutpunkten (—1,0).
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Rita en bild! Med detta val av y blir den slutna kurvan y + L randen till omradet Q = {(x,y) €
R2:x2 + y2 < 4,y > 0}, och det &r klart att detta omrade ar det omrade i 6vre halvplanet for vilket
dubbelintegralen ovan, och darmed den sokta kurvintegralen, blir sa stor som mojligt.

Integralens varde erhalles enkelt genom byte till polédra koordinater i dubbelintegralen:

T 2
3[[ (4 —x? —y?)dxdy =3 ff (4 —r¥rdrde = 3] d(pf (4r — r3)dr = 12m.
Q E 0 0
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