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Uppgift 7.11
Betrakta vektorfaltet

yZ+y—z
F(x,y,2) =g( Xz + 5x >
xy + 2y

och |13t

y={(x,y,2) ER3: x2+y?+z2=1,x+y=1}
vara skarningskurvan mellan enhetssfaren och planet x + y = 1. Vi skall berdkna kurvintegralen
W = fyF - dr dar y ar orienterad sa att dess positiva riktning i punkten (1,0,0) 4r (0,0, 1).
Lésning:

Kurvan y ar snittet mellan en sfar och ett plan, d.v.s." en cirkel. Férsok att rita situationen, i
synnerhet planet x + y = 1. Lokalisera punkten (1,0,0) som uppenbarligen ligger pa kurvan, d.v.s.
(1,0,0) € y. Kurvans positiva riktning har skall vara (0,0,1), d.v.s. rakt upp, som uppenbarligen ar en
av de tva mojliga enhetstangenterna till kurvan i denna punkt. Detta innebar att kurvan &r orienterad
medurs sett fran, t.ex., (10,10, 0). Det vi skall gora ar alltsa att berdkna arbetet som kraftfaltet F
utfér pa en partikel nar den ror sig ett varv medurs (sett fran (10,10, 0)) langs cirkeln y.

Det ar naturligtvis fullt mojligt att I6sa problemet pa naivt sitt, genom att parameterisera y och helt
enkelt summera ihop “kraft ganger stracka” langs kurvan, d.v.s. berdkna W = fyF - dr pa vanligt satt.

Men vi valjer héar i stallet att anvanda Stokes sats, som sédger att detta tal (arbetet) 4r samma som
(plus eller minus) flodet av V X F genom ndgon yta som har y som randkurva.

Anledningen till detta val ar att rotationen i vart fall ar valdigt sympatisk, ndamligen

2
VXF(x,y,2z) = g(—l)
4

som ju ar ett konstant vektorfalt. Vi maste nu vélja nagon yta S som har y som randkurva, d.v.s.

dS = y. Det finns forstas odndligt manga sadana ytor, t.ex. en av skdrvorna av enhetssfaren eller
delen av planet innanfor y. Vi valjer sa klart delen av planet innanfér y. Detta ar, uppenbarligen, en
cirkular disk. Lat oss kalladen S = D, d.v.s.

D={(xy2)€eRx+y=1x>+y*+2> <1}.

Flédet genom disken ar salunda
2 1 1
¢)=ﬂ(V><F)-ﬁdA=_U§ —-1)-—=e(1|dA
D p\4/) V2 \p

! Snittet mellan en sfar och ett plan kan ocksa vara (méngden av) en enda punkt och den tomma méangden,
men i det har fallet foreligger uppenbarligen inte nagot av dessa "urartade” fall.
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(Notera att detta val av normal ocksa véljer at vilket hall vi berdknar flodet: fran ena sidan till andra

eftersom planets enhetsnormal ar

eller tvartom. Tydligen beraknar vi flodet i riktning frén origo.) Vi far

o= [[wxp-aan= [[ o 1) et )aa= 5 [ an- fao

dar A(D) &r arean av disken D, som vi enkelt kan finna.? Du far bestimma arean av cirkeldisken pa
vilket satt du vill (sa lange du gor ratt) —i sjalva verket ar det ett ganska enkelt gymnasieproblem. Ett
satt ar som foljer.

Vi skar enhetssfaren med ett plan. Betrakta xy-planet, d.v.s. planet z = 0. Situationen &r alltsa som
nedan. Det vi sdker dr raden r hos disken D, fér om vi bara hittar r s3 ar ju A(D) = r?mx.

Lat punkten P vara skdrningspunkten mellan planet x + y = 1 och en strale fran origo O som skar
planet under rat vinkel, allt i planet z = 0. Det ar klart att

p = (1 ! 0)
272’
eftersom x = y (titta pa din ursprungliga bild 6ver situationen eller inse att planet x + y = 1 har

normalen (1,1)), x + y = 1 (planets ekvation) och z = 0 (vi tittar nu bara pa xy-planet). Salunda &r
avstandet fran origo till P lika med

? Notera att detta &r ett exempel pa uppgift nar det faktiskt ar battre att “hoppa in” direkt i definitionen av
flédesintegral som en integral 6ver ytan D, d.v.s. i ffD A - 1idA, an att forst parameterisera ytan, d.v.s. skriva

densom D = r(E), och hoppaini ffEA(r(u, 17)) - (1), X ry)dudv som dr motsvarande integral 6ver
parameteromradet E. Inte nog med att vi slipper parameterisera ytan: det blir ocksa lattare!
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Eftersom cirkeln i bilden (x? + y2 + z? = 1,z = 0) har radie 1, maste
d2+r?2=1
och dérmed ar den sokta radien
1
r= ﬁ
Var disk har alltsa arean

T
A(D) =r’mn = >

och flédet genom disken ar

b =—AD) = —
V2 2V2
Vi anvander nu Stokes sats for att relatera arbetet W till flédet ¢p. Kom ihag att W &r arbetet som F
utfor pa en partikel nar den roér sig ett varv runt y, och ¢ ar flédet av V X F genom en yta i rummet
som har y som randkurva. Alltsa ar

W = +¢.

Fragan ar vilket tecken som géller. Kom ihag att vi nar vi berdknar arbetet langs y gar ett varv medurs
sett fran (10, 10, 0), och med valet av normal i till disken D ovan beraknar vi flédet frdn origo. Det
ar klart att nar vi gar ett varv medurs kring y med huvudet riktat frdn origo sa har vi disken D till
héger om oss. Hoger ar ”fel” hall, s& vi far minustecknet. Allts&®

A

W:_¢:_ﬁ.

® Notera att — — = — mVZ ——n—ﬁ— mz

= = — —= 3 vi far samma svar som facit.
2v2 2V2V2 22 4
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