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Uppgift 8.2
Vi betraktar vektorfaltet

axy
/1 + x2%y

A(ny) =g\ x2 /
1+ x2%y

som beror pa konstanten a € R. Vi vill forst bestdmma a sa att faltet blir ett potentialfalt
(3tminstone i positiva kvadranten, vilket ar vad vi kommer att vara intresserade av — notera att faltet
ar definierat dverallt har, eftersom namnaren ar nollskild). Om A = (P, Q) &r ett potentialfilt, sg ar

0Q opP
ox dy’
detta ar saledes ett nédvdndigt villkor for att A skall vara ett potentialfalt. | vart fall far vi

2x _ ax
(1+x2y)2 (1 +x2y)?

vilket ger a = 2. Sa om A ar ett potentialfalt, sd maste a = 2. Och eftersom positiva kvadranten ar
enkelt sammanhédngande foljer det att A i sadana fall ocksa dr ett potentialfalt atminstone dar.

Fran och med nu antar vi att a = 2 sa att vi betraktar vektorfaltet

2xy
14+ x2y
A(x'}’) = g x2

14+ x2y
som alltsa ar ett potentialfalt atminstone i positiva kvadranten.

En potential
Vi kan bestdmma en potential till A, d.v.s. ett skalarfalt ¢ sddant att A = V¢. Detta vet vi ar mojligt
dtminstone i den positiva kvadranten. Mer explicit har vi

(6(],’) 6¢) _( 2xy x? "
dx’dy)  \1+x2y’1+x2y
dar férsta komponenten®

W2V gy =+ )+ fO)

ax  1+x2y ¢y) =In ¥NHfG

for nadgon funktion f: R — R. Vi behéver bara en potential, d.v.s. en 16sning till systemet (1), sa vi
kan tillata oss att “slarva” lite och préva f(t) = 0. Vi inser direkt, genom prévning, att

Vi valjer In(1 + x2y) framfér In(—1 — x2y) eftersom vi vill ha en potential i positiva kvadranten. | allmanhet
far vi forstds In |1 + x2y| som reduceras till In(1 + x2y) i positiva kvadranten.
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d(x,y) =In(1 + x%y)

uppfyller bada ekvationerna i systemet (1). Detta &r alltsa en potential till A, sa A &r ett potentialfalt
i hela den valda potentialens definitionsmangd (och inte bara i positiva kvadranten).

En kurvintegral

Nedan visas vektorfiltet A tillsammans med de tva punkternaa = (1,1) och b = (2,3):

Vi betraktar en partikel som ror sig fran a till b, och undrar speciellt vilket arbete kraftfaltet utfor pa
partikeln. | allmanhet beror ett arbete naturligtvis pa vilken vég man gar mellan ”start” och “mal”,
men eftersom A ar ett potentialfalt sa far vi faktiskt samma arbete oberoende av vilken vag vi véljer
(inom potentialens definitionsomrade, forstas). Faktiskt ar ju arbetet endast lika med skillnaden i
potential mellan punkterna, d.v.s. arbetet ar

W:=¢Md)—¢@) =In13—-In2 = 1n12—3

oberoende av vagen (inom potentialens definitionsomrade).

For skojs skull kan vi ocksa prova att berdkna arbetet “manuellt” i ett konkret fall, d.v.s. langs ndgon
kurva som forbinder a och b. For att fa latta rakningar kan vi védlja den rata linjen L som gar mellan
punkterna:
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Vi maste forstas parametrisera L, och vi ser direkt att L = r([0,1]) dar® parametriseringsfunktionen

r(t) = g(}) +te (;) =€ (11:2tt)'

Arbetet som kraftfaltet A utfér pa en partikel nar den fardas fran a till b langs L ar salunda

21+ t)(1 + 2¢t)

! , Pl1+@+021+20 1
W=fLA-dr=.fOA(r(t))-r(t)dt=j0g 1+ 07 -g(z)dt
1+ (1+t)2(1+2¢t)
_r( 21+ 6)(1 + 2¢) 2(1 + t)? )dt
1+ (1 +60)2(1+2t) 14+ 1 +t)2(1+2t)
= fl 6% + 10t + 4 dt = [In(2t3 +5t2+4t+2)]} =In13 —1n2 = lnE
o 263+ 5t2+4t+2 0 2

som vantat!

Att W > 0 kan man for ovrigt se direkt av plotten av vektorfaltet A utan att rakna nagot alls — hur?

> Med symbolen “r([0,1])” menas méngden av alla punkter (i planet) man far ut ur r nar man stoppar in alla
punkter i [0,1]. Visager att L = r([0,1]) &r bilden av intervallet [0,1] under parametriseringsfunktionen
r:R - R2
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