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2_
Vi skall berdkna flodet av vektorfaltet A(p, @, z) = ZpTlﬁ ut ur klotet D = {(x,v,2) € R3: x2 +
y2+ (z —2)% < 4}.

Lésning: Notera forst att klotet beskrivs av olikheten p? + (z — 2)? < 4 i cylindriska koordinater; vi
kommer anvdnda det flera ganger nedan.

Var idé ar att anvanda Gauss sats, men vi kan inte applicera den direkt, eftersom vektorfiltet beter
sigilla langs z-axeln (dar p = 0). Vi infor darfor cylindern

p=¢€
for nagot (litet) e > 0. Om vi “borrar ur” den fyllda cylindern p < € ur klotet erhaller vi kroppen
K={(x,y,2) ER%p?+(z—2)2<4 och p=>e}
Divergensen av vektorfiltet A ar
VD) .0.2) 1[6 ( Gl )] 2
AP, P,Z) =\ 2P| T 42
pop p
varfor Gauss sats ger att flédet ut ur kroppen K (klotet D minus borrhalet) ar
2M Zmax A+ 4—(2—2)2
Gror = ff (V-A)dVv = fff 2z pdpdedz = f f f 2zpdp dz de.
K K 0 Zmin Y€

Det ar latt hant att fa for sig att z,;, = 0 och z,,,, = 4, men sa &r inte fallet, eftersom vi borrat bort
en fylld cylinder fran klotet, och med sig tog den ett omrade kring varje pol hos klotet (rita en bild!).
Ur en bild av situationen framgar att z,,;,, och z,,.x ar l16sningarna till p2 + (z — 2)? = 4 ndrp = ¢,
som ger

Zmin =2 —V4—€%, Zp=2++4—€2

[Den dvre gransen for p i integralen ovan ar forstas ldsningen till p? + (z — 2)? = 4.] Vi erhaller
salunda

2

2T [ Zmax 4—(z-2)
brot = f f (V-A)dv = j f f 2zpdp dz de =
K 0 €

Zmin

2T Zmax V4—(z-2)2 2T [ Zmax
J4-(z-2)?
=_[0 L | ZL 2pdp dzde =f0 fz | Z[pz]pze(z ) dzde =
271. ?Il:ax 27-[ mmZmaX
= f f z(4—(z—2)%>—€?)dzdep = f f (4z% — 23 — €?2)dzde =
0 Zmin 0 Zmin
ey 1, 1y
- *3_1.4a_2 2.2 do =
fo [3Z 27 727 ]me v
4 1 1 4 1 1
=2m (gzr?r’lax - erlrllax - EEZZI%laX - §Zr::)1in + erz‘flin + E Ezzr%ﬂn)'
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Kom ihag att var kropp
K={(x,y,2) ER%:x?2+y?+(z—2)2<4 och p=¢}
har en begransningsyta som bestar dels av en cylinder
C={(x,y,2) ER%p=¢€ och zE [Zyin Zmaxl}
och en (trunkerad!) sfarisk yta
S={(x,y,2) ER%:x?2+y%2+(z—2)> =4 och z € [Zpin, Zmaxl}
d.v.s. dK = C U S. Darfor ar

Prot = ¢ + Ps

dar ¢y, ar det sammanlagda flodet ut ur kroppen K, ¢ ar flodet ut genom cylindern C och ¢ ar
flodet ut genom den trunkerade sfariska ytan S. Vi ar intresserade av ¢ och maste darfor berdkna
¢ Detta ar emellertid mycket enkelt, eftersom C ar en del av ytan p = € som ar en koordinatyta i
cylindriska koordinater!

Areaskalan pa den har koordinatytan ar dA = pd@dz och den (relativt omradet K) utatriktade

normalen dr —p i varje punkt. Pa C &r ocksd p = €. Eftersom p - (—p) = —1 erhaller vi
N Zmax [ 2T p2 -1 N N Zmax 2T EZ -1 N N
¢c=ffA~ndA=f f z p-(—p)-pdwdz=f f z p-(—P) - edpdz =
C Zmin YO0 p Zmin YO0 €

Zmax [ 2T
= _(62 - 1)[ f ZdQD dz = _T[(Ez - 1)[Zr%1ax - Zl’%‘lil’l]'

Zmin 0

Vi far alltsa att flodet genom den trunkerade sfariska ytan S ar

bs = Pror — Pc =
4 1 1 4 1 1
=27 <§ZI:I),1aX - ZZI‘IL)ax - 5622r%1ax - §Zr?1m + er‘;in + Eezzr%lin> +
+ 77:(62 - 1) [Zr%ax - Zr%lin]-

Nar € = 0 kommer den trunkerade sfariska ytan S att ndrma sig hela den sfariska begransningsytan
dD till det ursprungliga klotet D, sa motsvarande fléde kommer att ndrma sig det sokta flodet. Det ar
klart att

Zmax =2 ++4—€%2->4 och

Zmin =2—V4—€2-0
dae—0,sa
4 1 1 4 1 1
s = 2n <§Zr3r,1ax - er‘;ax - Eezzr%ax - §Zr§ﬂn + er‘;in + Eezzr%lin) + T[(Ez - 1)[2313)( - Zr%lin] -
2 (4 64— 2. 256 L. 0—F 041042 o)+ 0 - D16 — 0] = 22"
- — —_— —_— —_— — — — — = —
\3 4 2 3 T3 7Ty T 3
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