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Uppgift 9.18 

Vi skall beräkna flödet av vektorfältet  (     )   
    

 
 ̂ ut ur klotet   {(     )         

   (   )   }. 

Lösning: Notera först att klotet beskrivs av olikheten    (   )    i cylindriska koordinater; vi 

kommer använda det flera gånger nedan. 

Vår idé är att använda Gauss sats, men vi kan inte applicera den direkt, eftersom vektorfältet beter 

sig illa längs  -axeln (där    ). Vi inför därför cylindern 

    

för något (litet)    . Om vi ”borrar ur” den fyllda cylindern     ur klotet erhåller vi kroppen 

  {(     )         (   )               }  

Divergensen av vektorfältet   är 

(   )(     )  
 

 
[
 

  
( 
(    )

 
  )]     

varför Gauss sats ger att flödet ut ur kroppen   (klotet   minus borrhålet) är 

     ∭(   )  
 

 ∭          
 

 ∫ ∫ ∫      
√  (   ) 

 

  
    

    

  
  

 

  

Det är lätt hänt att få för sig att        och       , men så är inte fallet, eftersom vi borrat bort 

en fylld cylinder från klotet, och med sig tog den ett område kring varje pol hos klotet (rita en bild!). 

Ur en bild av situationen framgår att      och      är lösningarna till    (   )    när    , 

som ger 

       √   
         √   

   

[Den övre gränsen för   i integralen ovan är förstås lösningen till    (   )   .] Vi erhåller 

sålunda 
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Kom ihåg att vår kropp 

  {(     )            (   )               } 

har en begränsningsyta som består dels av en cylinder 

  {(     )                    [         ]} 

och en (trunkerad!) sfärisk yta 

  {(     )           (   )              [         ]}  

d.v.s.       . Därför är 

           

där      är det sammanlagda flödet ut ur kroppen  ,    är flödet ut genom cylindern   och    är 

flödet ut genom den trunkerade sfäriska ytan  . Vi är intresserade av    och måste därför beräkna 

  . Detta är emellertid mycket enkelt, eftersom   är en del av ytan     som är en koordinatyta i 

cylindriska koordinater! 

Areaskalan på den här koordinatytan är          och den (relativt området  ) utåtriktade 

normalen är   ̂ i varje punkt. På   är också    . Eftersom  ̂  (  ̂)     erhåller vi 

   ∬   ̂  
 

 ∫ ∫  
    

 
 ̂  (  ̂)     

  

 

  
    

    

 ∫ ∫  
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Vi får alltså att flödet genom den trunkerade sfäriska ytan   är 
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  (    )[    
      

 ]  

När     kommer den trunkerade sfäriska ytan   att närma sig hela den sfäriska begränsningsytan 

   till det ursprungliga klotet  , så motsvarande flöde kommer att närma sig det sökta flödet. Det är 

klart att 

       √   
            

       √   
    

då    , så 
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