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Uppgift 22.4

Betrakta ytan x32, — 2x1%5 = 4 och I3t d vara avstandet fran en punkt pa ytan till origo. Vi skall skissa
ytan samt bestdmma vilka varden d kan antaga. | forekommande fall skall vi dven ge exempel pa
punkter dar d antar sina extremvarden.

Lésning:
Ytan &r nivaytan Q (u) = 4 till den kvadratiska formen
X1
Q(u) = x3 — 2x1x,, Yu = g<x2> € R3.
X3

Q beskrivs av den symmetriska matrisen

som har egenvarden

och motsvarande egenrum

E1=

OF =46

Notera att den algebraiska multipliciteten for varje egenvarde ar lika med dess geometriska
multiplicitet, vilket alltid ar fallet om vi har en symmetrisk matris (enligt spektralsatsen). Dessutom ar
varje vektor i E; 3 vinkelrdt mot varje vektor i Ey, vilket ocksa ar garanterat. Vi infor en ON-egenbas
f=( f; f3)genom

1 1 1 -1 0
f=—el(1], f,=—el| 1 ], fo=el(0]
1 \/7_ 0 2 \/7_ 0 3 x 1

Vi kan nu uttrycka den kvadratiska formen i den nya basen:

1
Q(w) = —yi +y; +y;, Vu= g(yz) € R3.
V3

Alltsa har var yta ekvationen
—yi+yi+yi=4

i vart nya koordinatsystem (vars axlar bara ar roterade i férhallande till det gamla). Ytan ar alltsa en
cirkuldar enmantlad hyperboloid med y;-axeln som symmetriaxel. Standardformen ar
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| figurerna nedan dr y;-axeln réd, y,-axeln gron och ys-axeln bla.

Det ar klart att d kan antaga hur stora viarden som helst. Daremot dr ytan som narmast origo dar
y; = 0, d.v.s. pa cirkeln

RO

som ar en cirkel i y,y3-planet med radie 2. Alltsa ar

och likhet antages t.ex. i punkten

Anmdrkning: Hur ser man hur en cirkuldr enmantlad hyperboloid, sdsom —y? + yZ + y2 = 4, ser ut?
Vi kan skriva ytan y2 + y2 = 4 + yZ. Det ar da klart att fér varje fixt y; = ¢ € R har vi en cirkel
(darav “cirkuldr”’) med radie atminstone 2. Samtidigt ser vi att dd y, = 0 (sag) sa lyder ekvationen
—y? + y% = 4 vilket &r en typisk hyperbel. “Kanterna” &r allts3 hyperbler. (Det &r ju uppenbart att vi
far en hyperbel nar vi skar ytan med ett godtyckligt plan som innehaller y;-axeln.)
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