Linjar algebra pa nagra minuter



Linjdra ekvationssystem

Ekvationssystem:

Loses pa matrisform:

| det har fallet finns en entydig 16sning, vilket betyder att determinanten av koefficientma-
trisen ar nollskild. Linjara ekvationssystem kan ocksa sakna I6sningar, eller ha oandligt
manga. Notera att systemet kan tolkas som skarningspunkterna mellan tre plan i rummet.

Loses med matrisekvation:

om



Vektorer

Geometrisk definition:

En vektor ar en riktad stracka, d.v.s. en pil som bestams av sin storlek och rikt-
ning, men inte av sin position.

Algebraisk definition:

En vektori ett (reellt) -dimensionellt rum ar ett objekt pa formen

( )

daralla arreella tal.



Baser och koordinatsystem

[ Koordinatmatrisen B }




Baser och koordinatsystem

( )O) ()




Basbyte

Lat ( ) vara standardbasen och _ ( ) en ny bas. Lat  vara basby-

tesmatrisen d.v.s. den matris vars kolonner utgors av -vektorernas koordinater uttryckta i
standardbasen, d.v.s.

Om

sa galler

Koordinatsambandet

Det omvanda sambandet ar (givetvis!)




Vektorrum (axiom, formell definition) *

Lat vara en kropp (till exempel eller ;iden harkursen alltid ). En icke-tom mangd
sages vara ett vektorrum dver om

I. Det finns en operation kallad addition (+) sa att

a. arsluten under +

b. + kommuterar

Cc. + ar associativ ( ) ( )
d. det finns ett neutralt element
e

. till varje finns en invers (— ) ( )

Il. Det finns en operation kallad multiplikation med skalar( ) sa att
a. arsluten under
b. ettani ar neutral i operationen
c. 4r”associativ” ( ) ()
d. distribuerar dver + i ( )
e. distribuerar dver +i ( )

Elementi kallas vektorer och elementi kallas skalarer

(Notera att kraven l.a och Il.a egentligen ar 6verflédiga.)



Vektorrum

Det finns manga vektorrum (mangder och operationer som uppfyller axiomen). Till exem-
pel finns det rum av geometriska vektorer, rum av matriser, rum av funktioner, osv.

Men i den har kursen avser vi nastan alltid nar vi pratar om ett vektorrum. arju
mangden av alla -tupler ( ) under vanlig vektoraddition och multiplikation
med skalar, och dessa operationer uppfyller axiomen for vektorrum.

/mangden av alla punkter pa/ tallinjen
/mangden av alla punkter i/ planet
/mangden av alla punkter i/ rummet



Polynomrummet

Ibland raknar vi ocksa med polynomrummet , som dar mangden av alla polynom av grad
eller lagre.

Observera att

Till exempel kravs ju fyra tal for att entydigt ange ett polynom av grad tre:

()



Polynomrummet fungerar likadant som

A

v

och  &risjalva verket isomorfa Slutsats: | den har kursen arbetar vi ndstan uteslu-
tande i rummet



Underrum

En delmangd av ett vektorrum sages vara ett underrumom delméngden i sig ar ett vektor-
rum, d.v.s. om summan av tva vektorer i delmangden ocksa tillhor delmangden, och om en
skalar ganger en vektor i delmangden ocksa alltid ligger i delmangden.

En linje eller ett plan genom origaoér alltid ett underrum av

A A

v
v

AN

Linjen ar ett vektorrum. Linjen ar inte ett vektorrum.



Skalarprodukt *

En skalarprodukti ett (reellt) vektorrum &r en operation som tar in tva vektorer och
och ger ifrdn sig en skalar (), sa att

|. operationen ar kommutativ ( ) )
Il. operationen distribuerar 6ver + ( ) () | )
. forenskalar galler ( ) ( )
IV. icke-negativ produkt med sig sjalv ( )
V. ”bara nollan ger noll” ( )

Varje operation (funktion) som tar in tva vektorer och ger ifran sig en skalar och som upp-
fyller axiomen ovan, sages vara en skalarprodukt. | den har kursen avser vi emellertid nast-
an alltid den "vanliga” skalarprodukten:

() () )
( )

| planet och rummet kan man visa att

() ()



Skalarprodukt

Ett vektorrum med en skaldrprodukt kallas for ett euklidiskt rum.

(D.v.s.: om man bestammer sig for att arbeta med en viss skalarprodukt i ett visst vektor-
rum, sa har man "tillstand” att kalla vektorrummet for ett euklidiskt rum. Om man skall
ange ett euklidiskt rum, maste man alltsa ange vilken skalarprodukt som anvands.)

| planet och rummet vet vi att [angden av en vektor

V()
Detta betyder att vi i alla euklidiska rum kan tala om langder(varje euklidiskt rum ar ett
normerat rum), aven om langden inte har nagon geometrisk tolkning. Dessutom kan lang-
den av en vektor i ett vektorrum variera beroende pa vilken skaldarprodukt man anvander!

| ett euklidiskt rum kan man ocksa tala om avstand(varje euklidiskt rum &r ett metriskt
rum). Avstandet mellan tva vektorer och definieras da (lampligen) som



Vinklar mellan vektorer

Med hjalp av skaldarprodukten ar det mycket enkelt att berakna vinkeln mellan tva vekto-
rer.

Exempel:
)
( )
Skalarprodukten ar a ena sidan
() ()
och a andra sidan
() Vo

Darfor ar



Linjer

En linje i (t.ex. eller ) kan anges pa parameterform. Exempel: En linje i rummet
som gar genom punkten ( ) och har riktningsvektorn ( ) kan skrivas

_) _C )y _(C)

Detta skall tolkas som att  ar vardemangdertill funktioneni hogerledet, d.v.s. mangden
av alla punkter som kan erhallas for nagot . Nar varierar flyttar vi oss langs linjen.

Linjer i planet  kan ocksa skrivas pa normalform, d.v.s. som en ekvationi planets koor-
dinater, som till exempel

Detta tolkas som att linjen &r mdngden av alla punkter () som uppfyller ekvation-
en. Linjens normal &r () och linjen gar inte genom origo, eftersom det inte star noll i
hogerledet (sa( ) () I8ser inte ekvationen).



Plan

Ett plani (t.ex. ) kan anges pa parameterform. Exempel: Ett plan i rummet som gar
genom punkten ( ) och spanns upp av vektorerna ( ) och ( ) heter

_C)y )y _C) _(C)

Detta skall tolkas som att  ar vardeméangdertill funktionen i hégerledet, d.v.s. mangden
av alla punkter som kan erhallas for ndgot parav och .Nar och varierar sveper vi
over planet.

Planirummet  kan ocksa skrivas pa normalform, d.v.s. som en ekvationi rummets ko-
ordinater, som till exempel

Planets normal ar ( ) och det gar inte genom origo, eftersom det inte star noll i hoger-
ledet (sa ( ) ( ) 18ser inte ekvationen).



Baser och koordinatsystem

A /




Avstand mellan punkt och linje i planet.
Ortogonal projektion, spegling.

Ve

A Bestam linjens ekvation, och sedan normalens riktning. Det ar latt, t.ex. eftersom

Ve

A Bestam pa parameterform den rata linje som gar genom punkten, och har linjens
normal som riktning. Det ar latt, ty vi har ju linjens riktningsvektor. Och en punkt
och en riktningsvektor ger ju en linje pa parameterform.



SKirningspunkt mellan tva linjer i planet

A Bestam ekvationerna for linjerna pa normalform.

A En skarningspunkt &r ju en punkt som ligger pa bada linjerna, d.v.s. som uppfyller
bada ekvationerna samtidigt. Sdledes bestammes punkten genom att 16sa det ekvat-
ionssystem som de tva linjernas ekvationer ger upphov till tillsammans.

Skirningspunkter (-linje) mellan tva plan i rummet

7

A Ett plan i rummet kan beskrivas med sin normalekvation. Saledes |6ses det har pro-
blemet pa exakt samma satt.



SKkiarningspunkt mellan tva linjer i rummet

En linje i rummet har ingen normalekvation, sa har maste vi anvianda parameterbeskriv-

ningen av linjerna i stallet.

_C) ) _(C)
_C) ) _(C)
Los ekvationssystemet
{

Tank pa att anvanda tva olika variabler for respektive parameter! (Tva flygplansspar som
korsar varandra pa den vackra blda himlen behéver inte betyda att planen kolliderat, d.v.s.
att de inte bara varit pa samma plats, utan ocksa vid samma tidpunkt.)



Linjara avbildningar

En funktion (mellan tva vektorrum) som uppfyller villkoren

c ) ) )
() ()

kallas linjar.

Man kan visa att varje linjar avbildning mellan tva vektorrum kan skrivas som en matris-
produkt, d.v.s. att det alltid finns en matris  sa att

()

dar ,d.v.s. ar koordinatmatrisen for

Kolonnerna i avbildningsmatrisen ar bilderna av basvektorerna, d.v.s.

( C) ()




Exempel pa linjara avbildningar

| planet:

| rummet:

Fran rummet till planet:

| den har kursen studerar vi framst avbildningar dar ursprungsrum och malrum ar det-
samma, d.v.s. sa kallade endomorfismer. Dessa beskrivs forstas av kvadratiska matriser.



Exempel pa linjiara avbildningar i planet

Ve

A ldentitetsavbildningen:




ing:

Skaln

A




Ve

A Rotation




-axeln

A Spegling i

Ve




juvning:

Ve

A Sk




A Projektion (notera att en projektion alltid &r idempotent, d.v.s. ):




Determinanten

Vad ar determinanten av avbildningarna pa de foregdende sidorna? Vad ar areaforstor-
ningen i respektive fall?



Basbyte

Fran tidigare vet vi att det givet standardbasen _ ( ) och en annan bas
( ) finns en basbytesmatris , vars kolonner ar -vektorernas koordinater i

standardbasen, d.v.s.

Vi kommer ihdg att det for en vektor _ _ galler att

For en linjar avbildningmed matrisen i standardbasen, galler att avbildningens matris

_iden nya basen uppfyller




Egenvdrden och egenvektorer

Om ar en nollskild vektor sadan att , d.v.s. om bilden av
sa sdges vara en egenvektor till  med egenvardet . (egentiigen borde vi skriva

till vektorn , d.v.s. _ (varfor?).)

Exempel: For ortogonalprojektionen

( )
pa -planet (d.v.s. planet ) ar
A varje vektor i planet en egenvektor med egenvarde 1 och
A varje vektor pa linjen [( )] en egenvektor med egenvarde 0.
Hur man bestimmer egenvarden
Los ekvationen for att finna egenvardena.

A
A

ar parallell med

dar ar koordinatmatrisen

LSs ekvationen ( ) for att finna egenrummetsom hor till egenvardet



Spektralteori

Lat _ vara [matrisen for] en endomorfism (linjar avbildning inom ett vektorrum). Om vi

byter till en bas av egenvektorer till sa kommer matrisen i egenbasen att

vara diagonal.

Spektralsatser{i det reella falle)

Det finns en ortonormeradegenbas till matrisen om och endast om  dr symmetrisk




Egenvdrden och egenvektorer. Exempel.

Lat

Egenvardena ges av

sa

Egenrummet till ges av

Vi erhaller egenrummen

[_C )]

[_(

) ()

)]

()

[_( )]



Egenviarden och egenvektorer. Exempel (fortsittning).

For att valja en egenbas, tag en vektor i respektive egenrum, t.ex.

—__( ) _—_( ) _—_( )

| den nya basen heter avbildningsmatrisen

Eftersom matrisen ar symmetrisk, ar det inte en slump att egenvektorer fran olika egen-
rum ar ortogonala mot varandra.



Tillampningar av egenvardesteorin

A Losning av system av differentialekvationer, genom att “koppla isir” ekvationerna
med hjalp av ett basbyte.

A Losning av system av differensekvationer, genom att “koppla isir” ekvationerna med
hjalp av ett basbyte.

A Studie av kurvor och ytor pa formen () dar () aren kvadratisk form. Ett
basbyte gor sa att () blir enkel, och vi kan erhalla kurvan eller ytan pa dess stan-
dardform.

A Egenvektorer och egenvirden ar ohyggligt viktiga i nastan alla delar av matematiken
och fysiken. Inom fysiken forekommer teorin inte minst inom klassisk mekanik och
inom kvantmekaniken.



Hur man beraknar potenser av kvadratiska matriser

Om matrisen rakar vara diagonal

Om matrisen inte rakar vara diagonal
Vi hoppasatt det finns en egenbas till . Lat vara basbytesmatrisen och vara (den dia-
gonala) matrisen i egenbasen. D3 ar

sa att

och

faktorer
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