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Uppgift 10.27
Vi skall harleda Maclaurinserien for sin x pa tva olika satt.
Metod 1
Sedan tidigare vet vi att vi kan approximera sin x med Maclaurinpolynom. Till ordning 2n + 1 ar
' x3 N x5 N (_1)nx2n+1 B n (_1)kx2k+1
S E X5 T @+l 4 @k+ D

Med resttermen i Lagranges form har vi alltsa

n (_1)kx2k+1 N (_1)n+1 cos Qxx2n+3
&1 (2k +1)! (2n + 3)!

sinx =

for ndgot 6 € [0,1]. Men detta medfor att

. n (_1)kx2k+1 B (_1)n+1 cos Qxx2n+3 B cos Ox x2n+3 - x2n+3
smx L @k+ D | (2n + 3)! “[en+3) | T |@2n+3)
for varje n, och eftersom
x2n+3
— | -0
Zn+3)| "

da n - oo ar det klart att

n (_1)kx2k+1

———— > sinx
l
e 2k + 1)!

da n — oo. Enligt definitionen av serie har vi alltsa

o (_1)kx2k+1

sinx = _
|
L 2k + D!

och vi har darmed funnit potensserien for sinus.

Metod 2

Notera att y = sinx ar den unika I6sningen till begynnelsevardesproblemet

y'=-y, y(0)=0  y0)=1.

Genom att I6sa differentialekvationen med en potensserieansats kan vi darfor aterigen ta fram
potensserien for sinus. Ansatt sa

[ee]
y(x) = Z Cnx™ = co + C1x + Cpx% + -
n=0
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s att
y'() = Y nepx™ = ) (1 + Doy
n=1 n=0
och
y'(x) = Z nn+ Dy x™ 1t = Z(n + 1D+ 2)cpypx™
n=1 n=0
Ekvationen y"'(x) = —y(x) kan salunda skrivas
Z(n +1D)(n+2)cpix™ + Z Cpx™ =
n=0 n=0
eller

Z[(n + 1)+ 2)Cpyp + Ccplx™ =0+ 0x + 0x2 + ---.
n=0

Om tva potensserier ar lika, maste varje koefficient vara lika. Detta ger att
m+1)(n+2)cpip+c, =0

for varje n € N, d.v.s. vi erhaller rekursionsformeln

2 T T Y Dt 2)

Matematik

Av begynnelsevillkoren ser vi att ¢, = 0 och ¢; = 1 (hur da?). Med hjalp av rekursionsformeln ser vi

da att
C0=O:C2:0:C4=0:“'

d.v.s. varje jamn koefficient ar noll. Samtidigt ser vi att

1 1
:1:> = =" = — = ...
“1 =T 37%T23.4.5 T 7234567
Vi har darmed funnit
( ) _ 1 3 N x5 B o (_1)nx2n+1
T T G+ D!
n=

Samtidigt vet vi ju att den unika l6sningen till differentialekvationen i fraga ar y(x) = sinx, sa

® (—1)ny2n+t

Sil’l(X) = (2n—+1)'
n=0

som vantat.
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