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Uppgift P15

Vi skall I6sa differentialekvationen

y(0) =1

a-ay —y=0, {07

genom att ansatta en potensserie

(00)

y(x) = Z cpx™.

n=0
Vi finner direkt
Y = Y nea™,yI) = ) n— Do
n=0 n=0
sa att ekvationen kan skrivas
(1-4x?)y" —y = Z nn—1)c,x™? -4 Z n(n —1)cx™ — Z Cpx™ =
n=0 n=0 n=0

Vi vill skriva detta pa& formen Y.5_, ¢, x™ = 0, d.v.s. vi behéver géra ndgot &t den oticka x™2-faktorn
i den forsta summan. For att astadkomma detta, noterar vi att den forsta termen kan skrivas

Z nn—1c,x" 2 = Z n(n — 1)c,x™?
n=0 n=2

eftersom de tva férsta termerna i serien anda ar noll (varfor?). Betrakta nu den férsta termen i HL
ovan, namligen den som svarar mot n = 2. Har star det x upphdijt tilln — 2 = 0. Sa vi kan lika garna
byta ut x™ 2 mot x™ om vi bérjar med n = 0 i stéllet fér n = 2. Men d& maste vi skrivan + 2 i stallet
for n samtn + 1 i stallet for n — 1. Alltsa ar

z nn—1)c,x" 2 = z nn—1)c,x™ 2 = z(n +2)(n + D™
n=0 n=2 n=0

Var differentialekvation kan salunda skrivas

(1—-4x?)y" —y= Z(n +2)(n+ Dcpx™— 4 z nn —1)c,x™ — Z Cpx™ =
n=0

0

= Z [(m+2)(n+ 1Dy —4n(n — e, — cp]x™ = 0.

n=0

Men hogerledet &r ju bara noll-potensserien Y.n—, 0x™. Om tva potensserier ar lika, maste varje
koefficient vara lika. Saledes
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n+2)(n+ Dcyyp, —4nn—1)c, — ¢, =0
som ger

_4dn(n—-1)+1
2T DM+ 2) ™

och vi har darmed funnit var rekursionsformel fér koefficienterna i potensserien for y(x). Fran

y(x) = Z cpx™  och y'(x) = Z ne,x™ !
n=0

n=0

ser vi direkt att begynnelsevillkoren y(0) = 1 och y'(0) = 0 kraver att

{Cozl
C1=0.

Menc; =0 = ¢c3 =0 = ¢g = 0 = - enligt rekursionformeln, sa vi har tydligen att géra med en
jémn funktion. Vad betraffar de jamna koefficienterna finner vi enkelt
1 1 3 49 847
(=12 =—Dc,=—DCc,=—>DCg=——> -

0 2727787 T80 BT 640
sa i princip har vi alltsa 16st differentialekvationen — vi kan fa fram hur manga termer vi vill. Ddremot
racker inte det for att |6sa uppgiften. Vi maste ta fram en sluten form ¢, = f(n) for alla jamna n,
bland annat for att bekrdfta den formel som star i facit, men ocksa for att kunna rakna ut
konvergensradien.

Sa: vi borjar med att stirra riktigt 1ange pa talféljden cy, c,, ¢4, g, g Ovan. Vad ar ¢, ? Det ar valdigt
svar att saga (tycker jag). Problemet ar att vi har férenklat koefficienterna i féljden. Vi kan faktiskt
urskilja ett monster om vi rdknar ut talen ovan utan att férenkla dem. S3, 1at oss préva det.

1
CO=I=>C2 =f=>C4=f'f=)C6=

49 9 1 121 49 9 1
. . = = . . . =
654321 ©78.76-52-321

Vi ser nu att ndmnaren dr n! och tiljaren ar tydligen produkten av kvadrater 32, 72, 112 av heltal fyra
steg ifran varandra. Allts3 ar*

_32.72.11%- .- (4n —5)?
m = 2n)! ’

Darfor

! Om ni s8 vill kan ni skriva “n > 2” i stillet [vi kdnner ju redan de tvé forsta termerna i serien]. Men formeln
géller ocksa for n = 0 och n = 1. Noter att téljaren da bestar av noll faktorer, den sa kallade “tomma
produkten”, vilken definieras som 1. (Jamfér med 0! = 1.)
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32.72.112. .. (4n — 5)2
}’(x)=z (4n )xzn—

Lo 3 89 8T
TET2Y T8 T80" Tea0”

Vad ar konvergensradien? Kvottestet ger

_32.72.11%- .- (4n—5)% - (4n — 1)? niz 2n)! 1
2n +2)! 32.72.112. .- (4n—5)2 x2n
(4n — 1)? 5

T n+2)@nr D

an+1
an

Notera att téljaren beter sig som 16n? for stora n, medan namnaren beter sig som 4n?. Saledes’

An+1
an

— 4x2.

) 1, . 1 . o
Nuidr|[4x?| <1 e |x| < > sa konvergensradien R = > Darmed &r vi klara.

% Ni vet hur vi gor detta formellt: utveckla taljaren och namnaren och bryt ut det som dominerar.
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