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Uppgift 4.25

Vi skall bestamma max och min av

f,y,2)=2x—2y+z

9y, z) =x*+y*+22<2
samt
h(x,y,z) = x> +y?> -z <0.

Rita omradet! g(x,y,z) < 2 betyder att vi befinner oss innanfor en sfar med radie v2 och
medelpunkt i origo. Ytan x2 + y? = z &r en paraboloid, s& villkoret h(x,y,z) < 0 betyder att

x% + y2 < z, d.v.s. z far vara hur stor som helst, d.v.s. vi befinner oss inuti paraboloiden, inte utanfor
den. Vi har nu en mycket klar bild av omradet i huvudet. Omradet begrénsas nedan av en paraboloid,
och ovan av en bit av en sfar. Problemet ar att bestdamma stérsta och minsta varde av skalarfaltet f
[tdnk temperaturen] i det har omradet.

Forst letar vi efter lokala max- och minpunkter inuti omradet. | en sddan punkt ar

Vf(x,y,z) =0

(-6

som saknar 16sning. Skalarfaltet f saknar alltsa lokala max- och minpunkter. Daremot ser vi att

som i det har fallet lyder

funktionen ar icke-konstant. Till exempel ldngs linjen y = z = 0 &r f(x, y,z) = 2x och Okar alltsa nar
vi gar mot +oo langs x-axeln och minskar nar vi gar mot —oo. Vi bor alltsa finna max- och min dar vi
"hugger” av omradet, d.v.s. pa randen. Forst undersoker vi den évre randen, sfarbiten.

Sfirbiten
Vi soker alltsa max och min av f(x, y, z) under bivillkoret g(x,y, z) = 2 (pa sfaren galler ju likhet).
Satsen i boken sager da att intressanta punkter ges av

Vi(x,y,2) I Vg(x,y,2).

Vi skulle alltsa kunna séatta Vf (x,y,z) = kVg(x,y, z) som ar tre ekvationer i de fyra obekanta k, x, y
och z. Tillsammans med villkoret g(x, y, z) = 2 [vi befinner oss pa sfaren] har vi da fyra ekvationer
och fyra obekanta. Vi kan emellertid spara lite tid genom att redan direkt eliminera den ointressanta
konstanten k, genom att notera att Vf(x,y,z) Il Vg(x,y,z) © Vf(x,y,z) X Vg(x,y,z) =0

[varfor?]. Detta ar tre ekvationer i de tre obekanta x, y och z. Rakning gery = —x och z = %x.

Eftersom en punkt pa sfaren maste ... ligga pa sfaren, sa har vi ocksa g(x,y,z) = 2 som ger
2v2

x=4—

3
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&,—&,\/—E) samt (—&,ﬂ,—ﬁ) pa sfaren.
3 3 3 3 3 3

[Naturligtvis kunde vi ocksa ha 16st det har delproblemet genom att parametrisera sfaren i (t.ex.) de

Vi fann alltsa de intressanta punkterna (

sfariska koordinaterna ¢ och 6 och optimerat f pa parameterplanet.]

Daremot maste vi forkasta bada dessa punkter; férvisso ligger de pa sfédren, men de ligger anda
utanfor vart omrade, eftersom h(x,y,z) > 0 har. (Markera punkterna i din bild!)

Vi maste forstas undersoka randen pa sfarbiten separat, eftersom skalarfaltet kan vara ”pa vag”
nagonstans dar vi hugger av sfaren. Den héar randen, som ju ocksa ar randen till paraboloidbiten, ar
en cirkel. Vi vill alltsa finna max och min av f(x, y, z) pa den har cirkeln. Vi kan da antingen
parametrisera cirkeln eller utnyttja det faktum, att en intressant punkt, d.v.s. en punkt som
optimerar f(x,y, z) under de tva bivillkoren g(x,y,z) = 2 och h(x,y, z) = 0 [cirkeln tillhor ju bade
sfaren och paraboloiden], ar sddan att de tre gradienterna Vf, Vg och Vh ar linjart beroende i
punkten.

Metod 1: Parametrisering
Cirkeln g(x,y,z) = 2, h(x,y,z) = 0 kan parametriseras

X = cos @
y =sing
z=1.

Detta &r latt attinse. [Om z = x2 + y2,s3drjux?® + y2 + z2 = z + z%> = 2 som krdver z = 1ivart
fal. Dadrx? +y? +z2 =x?+y? +1=2sdattx?> + y2 = 1, d.v.s. cirkeln ligger p& hojden z = 1
och har radien 1.]

Pa den har cirkeln ar temperaturen
f(x,y,z) =2cos@ — 2sing + 1.

Hjalpvinkelomskrivning ger
T
fGey,2) = 2VZsin (7 - ) + 1

. o . . . . . s .. ° . . .
Maximum erhalles nar sin har sitt maximum, d.v.s. ndr ¢ = — 2 Minimum erhalles nar sin har sitt
- N 3T . . . . . . 1 1
minimum, d.v.s. ndr ¢ = - Pa cirkeln har vi alltsa funnit maximipunkt N 1) och

minimipunkt (—\/%,\/—15, 1).

Metod 2: Bivillkor

Pa cirkeln vill vi alltsa hitta max och min av f(x, y, z) under bivillkoren g(x,y,z) = 2 och h(x,y,z) =
0. Da soker vi alltsa punkter dar de tre gradienterna Vf, Vg och Vh &r linjart beroende. Men tre
vektorer ar linjart beroende om och endast om volymen av den parallellepiped de genererar ar noll. |
det har fallet far vi alltsa villkoret (Vf,Vg x Vh) = 0. Detta ar en ekvation i tre obekanta, men

tillsammans med g(x,y,z) = 2 och h(x,y,z) = 0 har vi ju tre ekvationer i tre obekanta. Lésningarna
1

. . . I - . 1 1 1
ar precis de vi erhéll i Metod 1: Parametrisering ovan, namligen (\/_E’ L 1) samt (_ﬁ’ﬁ’ 1).
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Paraboloiden

Vi maste nu hitta max och min av f(x, y, z) pa den undre begransningsytan av omradet, d.v.s. pa
paraboloiden. Naturligtvis kan vi l6sa det har problemet genom att parametrisera paraboloiden (t.ex.
i x och y), men det dr nog lattare att anvanda satsen i boken, som sager att i en punkt som ar
kandidat till att vara max- eller minpunkt, dar ar Vf(x,y,z) | Vg(x,y, z). Precis som forut ar vi
smarta nog att undersoka kryssprodukten mellan gradienterna. Vi erhaller da villkoren x = —1 samt
y = 1. Eftersom en punkt pa paraboloiden faktiskt ligger pa paraboloiden (!) sa maste ocksa
h(x,y,z) = 0, vilket ger z = 2. Vi har alltsa en intressant punkt (—1, 1, 2). Denna maste vi emellertid
forkasta, for aven om den ligger pa paraboloiden, sa tillhor den inte vart omrade, eftersom

g(x,y,z) = 6 > 2 har. Punkten ligger uppenbarligen utanfor var sfar. (Markera punkten in din bild!)

Sammanfattning
Intressanta punkter och skalarfaltets varde f(x, y, z) [tdnk temperaturen] i dessa punkter:

Punkt (x,y,2) Virde f(x,y,2)
(i _i 1) 1+ 2v2
V2T V2’
(_i 1 1) 1-2V2
V2’2’

Det stérsta virdet av dessa ar 1 + 2+/2. Det minsta ar 1 — 2+/2. Darmed ir vi klara.
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