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Vad handlar vektoranalysen om?
= Falt
o Skalarfalt
o Vektorfalt (inklusive potentialfalt)

Differentialoperatorer pa filt
o Gradient
o Divergens
o Rotation

Tva sorters integraler
o Kurvintegraler (framfor allt arbetsintegraler)
o Ytintegraler (framfor allt flodesintegraler)

Tre satser
o Greens sats
o Gauss sats
o Stokes sats
Lite om alternativa (icke-kartesiska) koordinatsystem i planet och i rummet



Del 1: Forberedelser



Flervariabelanalys
Goda kunskaper i flervariabelanalys ar nédvandiga for att framgangsrikt studera vektorana-

lys. Speciellt anvandbara ar momenten

= kurvor och ytor

= skalar- och vektorfalt

= gradient

= dubbel- och trippelintegraler (mycket viktigt).

En fullstandig (160 sidor) sammanfattning av flervariabelanalysens grunder finns pa

http://rejbrand.se/rejbrand/dokument/flervariabelanalys.pdf

Behovet av att repetera flervariabelanalysens grunder minskar nagot av det faktum att vi
ger en mycket kort repetition av de mest centrala begreppen i det hdr dokumentet.


http://rejbrand.se/rejbrand/dokument/flervariabelanalys.pdf

Skalarfalt

Ett skaldirfdlt i planet (rummet) ar en funktion som till varje punkt i planet (rummet) ordnar
ett tal, d.v.s. en funktion av typen

R? > R (iplanet) eller R3—> R (i rummet).

Exempel: ¢(x,y) = 10 — x? — y? kan tolkas som temperaturen i punkten (x,y) € R2,

Exempel: Y(x,y,z) = 10 — x? — y2 — z? kan tolkas som temperaturen i punkten
(x,y,z) € R3.



Nivaméngder

I planet: nivdakurvor
Givet ett skalarfilt ¢: R? > R i planet kan man erhalla en familj kurvor, de s& kallade nivé-
kurvorna ¢(x,y) = c dér ¢ € V.

Exempel: Betraktaigen ¢p(x,y) = 10 — x2 — y2. D& ar ¢(x,y) = ¢ mangden av punkter
(x,y) € R? dir temperaturen ar precis ¢ grader Celsius. For varje ¢ < 10 &r en
sadan mangd en cirkel med centrum i origo.

I rummet: nivaytor
Givet ett skalarfilt : R3 - R i rummet kan man erhélla en familj ytor, de s& kallade nivdy-
torna Y(x,y,z) = c darc € V.

Exempel: Betraktaigen ¥(x,y,z) = 10 — x? — y? — z2. D& ar Y(x,y,z) = ¢ mangden
av punkter (x,y,z) € R3 dir temperaturen ar precis ¢ grader Celsius. Fér varje
¢ < 10 ar en sadan mangd en sfar med centrum i origo.

(I dessa bada exempel kan nivamangderna kallas isotermer, eftersom de ar mangder av
punkter med samma temperatur.)



Visualisering av skalarfilt i planet
Ett skaldrfilt F: R? —» R i planet kan visualiseras pa flera olika satt.

Som ett mycket enkelt exempel betraktar vi skalarfiltet F(x,y) = x? + y2. Nedan visas

= till vdnster: nivakurvornamed C = 1, 2, 3, ..., 10; samtliga dessa ar koncentriska cirk-
lar kring origo. Notera att nivakurvornas tathet ar ett matt pa hur snabbt funktions-
vardet andras.

* j mitten: ett fargat plan dar funktionsvardet 0 svarar mot bla farg och funktionsvardet

10 svarar mot rod farg. Daremellan andras R- och B-komponenten i fargen ratlinjigt
med funktionsvardet.

= till hoger: grafen z = F(x, y) som tydligen &r en (cirkular) paraboloid.




Bonusexempel

Fargat plan och graf till ett skalarfalt F: R> = R som kan tinkas ge det vertikala utslaget

hos en vattenyta i narheten av tva punktformade vagkallor (interferensmonster).

Ovning i allmin tankeverksamhet:

Hur kan man via enkel digital bildbehandling erhalla
en familj av nivakurvor utifran det fargade planet?



Vektorfilt
Ett vektorfdlt i planet (rummet) ar en funktion som till varje punkt i planet (rummet) ordnar
en vektor, d.v.s. en funktion av typen

R? - R? (iplanet) eller R3 = R3 (i rummet).

Exempel

Det plana vektorfaltet A som definieras av

. 4+ xy — 2x
Alx,y) _9(1 —2xy+3x>

illustreras till hoger.




Tva fysikaliska tolkningar av vektorfalt
Det finns tva sarskilt enkla och viktiga fysikaliska anvandningsomraden av vektorfalt.

Hastighetsfdalt

Dels kan v(x, y) vara hastighets-
vektorn hos ett flode (t.ex. vat-
tenflode, gasflode, blodflode) i
punkten (x,y). Detta forutsat-
ter, forstas, att hastighetsvek-
torn i punkten (x, y) inte beror
pa tiden, d.v.s. att flodet ar stat-
iondirt. En partikel som ror sig
med flodet kommer da att folja
en integralkurva till vektorfaltet,
d.v.s. en kurva vars tangent alltid
ar lika med vektorn i samma
punkt.




Kraftfilt

A andra sidan kan F(x, y) vara
kraften i punkten (x,y). En par-
tikel kommer da ha acceleration-

en %F(x, y) i den punkten. (I
detta fall kommer partikeln i all-

manhet inte att folja en integral-
kurva.)

Till hoger visas vektorfaltet
F(x,y) = —g¥ som kan tolkas
som gravitationsfaltet i narheten
av jordens yta. En boll har kas-
tats fran punkten (0,6) med ut-
gangshastigheten (1,0).




Bonusexempel. Betrakta
gravitationsfaltet i solsy-
stemet:

1
F(x,y,z) = —r—zr.

Har ror sig partiklarna
(d.v.s. planeterna) i ellip-
ser med solen i ena
brannpunkten.

Observera att illustrat-
ionen till hoger anvander
samma langd pa alla pi-
lar, oberoende av vektor-
faltets belopp i den aktu-
ella punkten. (Varfor ar
det nodvandigt att gora
sa i det har fallet?)




Operatorer
= Till varje skalarfalt ¢ hor ett vektorfalt, den sa kallade gradienten V¢, definierad av

dp d¢ a¢>
ox’ 0y’ 0z)

V¢@JJ)=(

= Till varje vektorfalt A hor ett skalarfalt, den sa kallade divergensen V - A, definierad av

0A, 0A, 04,

V-A)x,vy,2z) = + + :
(V-A)(x,y,2) ox "oy oz
= Till varje vektorfalt A hor ett annat vektorfalt, den sa kallade rotationen V X A, defi-
nierad av
04, O0A,
ady 0z \
0A d0A
(VxA)(x,y,z) =e x__Z
—| o0z 0x
dA, an)
0x dy

(Formlerna ovan géller i R3. Notera att V och V - har uppenbara generaliseringar till R™.)



{V(p {grad ) {grad ¢

V- A skrives ocksa {divA eller, pa engelska, {divA .
VXA rotA curl A
\Y skalarfalt vektorfalt
Notera att {V - ar en operator som tar in ett {vektorfalt och ger ifran sig ett {skalarfalt .
V X vektorfalt vektorfalt



Konventioner

Ibland latsas man att V ar en "vektor” med “komponenter” (:—x,%,%).

| sddana fall kan V¢ rent formellt betraktas som ”“vektorn” V “ganger” (eg. “verkande pa”)
skalarfaltet ¢, V - A kan rent formellt betraktas som ”skalarprodukten” mellan “vektorn” V
och vektorfaltet A, och V X A kan rent formellt betraktas som "kryssprodukten” mellan

"vektorn” V och vektorfaltet A. Detta bor dock endast betraktas som minnesregler, och

. d 0 JY\. . . v .
inget annat. (5’5’5) ar ju inte en vektor (komponenterna ar ju inte tal).

Den ”“sunda” installningen ar att V, V - och V X ar operatorer ”in their own right” enligt
ovan, definierade av sin verkan pa falt enligt forforegaende sida. (Detta framgar extra tyd-
ligt med den alternativa notationen grad ¢, div A och rot A.)



Geometriska tolkningar

>y ¥ N A A A A
>y e A AR A A
> ¥ ¥ X A 4 4 4 4
L AP AU A BE R T T
¥ ¥ A £ A 4 4 4 4
x A A A 4 4 4 4 4
xH A oA 4 A 44 44
A A 4 4 4 4 4 4 4

LR T T S
LR I T T
LR I T T T

Den geometriska tolkningen av gradienten V¢ ar vdlkand sedan flervariabelanalysen.
V¢ ar ett vektorfalt, och vektorn Vg (x, y, z) i punkten (x, y, z) ar vinkelrdt mot
skalarfaltets nivamangd genom just den punkten. Vektorn pekar at det hall skalarfal-
tet vaxer snabbast, och vektorns langd ar riktningsderivatan i denna riktning.
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= Den geometriska tolkningen av divergensen V - A framgar av Gauss sats!
(V-A)(x,y,z) ar ett matt pa den lokala produktionen i punkten (x, y, z).

Tank ocksa pa flode av vatten, som ar inkompressibelt: V- v = 0.

= Den geometriska tolkningen av rotationen V X A framgar av Stokes sats!
(VX A)(x,y,z) ar ett matt pa den lokala rotationen i punkten (x, y, z).

Tank pa ett (litet) skovelhjul i ett tvadimensionellt flode eller en (liten) boll i ett tre-
dimensionellt flode.

Aven om geometriska tolkningar ar trevliga och i manga fall anviandbara, sa dr de oprecisa
(i synnerhet de tva sista ovan); det ar alltid de precisa definitionerna av operatorerna som
galler.



Vektoridentiteter
Det ar latt att visa att

Vx (V) =0

for varje skalarfalt ¢ ("ett potentialfalt ar alltid virvelfritt”).

Det ar ocksa latt att visa att
V- (VXA =0

for varje vektorfalt A (tank pa Stokes sats eller magnetfalt och Maxwells ekvationer).

Slutligen bor alla kanna igen en av fysikens allra viktigaste ekvationer, namligen Laplaces
ekvation V2¢ = 0 dir Laplaceoperatorn V(= A) definieras av

2<I5 0°¢p 52<I5
ay 62

Vi =V (Vo) =

(i rummet).



Kurvor i planet

En kurva i planet kan ges av en ekvation i planets koordinater. Till exempel ar enhetscir-
keln

C={(x,y) eR? x?>+y2=1}.

Vi sager att x2 + y? = 1 ar ekvationen for enhetscirkeln. Ofta sdger man lite slarvigt att
sjalva ekvationen x2 + y% = 1 ”4r” enhetscirkeln.

En kurva i planet kan ocksa parameteriseras, d.v.s. skrivas som vardemangden till en funkt-
ion r av typen R — R?. Till exempel ar enhetscirkeln

¢ = r([0,2n])

dar

cost
r(t) = g(sint)’ vt € [0, 2m|.



r:R - R?,

2T

r(t)

|

(

cost
sint

)




Ytor i rummet

En yta i rummet kan ges av en ekvation i rummets koordinater. Till exempel ar enhetssfa-
ren

S={(x,y,2) e R3: x?+y?+2z%=1}.

Vi sdger att x2 + y? + z2 = 1 ar ekvationen fér enhetssfaren. Ofta siger man lite slarvigt
att sjilva ekvationen x% + y% + z% = 1 ”4r” enhetssfiren.

En yta i rummet kan ocksa parameteriseras, d.v.s. skrivas som vardemangden till en funkt-
ion r av typen R? — R3. Till exempel ar enhetssfiren

S =r([0, 7] x [0, 2m[)

dar
sin 8 cos @
r(6,p) = g(sin 0 sin <p>, v(0,p) € [0,m] x [0, 2m].
cos 6 parameteromrédet,
i det har fallet en
rektangel i

parameterplanet
(B-planet).



sin 6 cos @
sin @ sin <p)
cos 6

|

r(6,p)

[RZ N [RS,

r




Kurvor i rummet

En kurva i rummet kan naturligtvis inte skrivas som
en ekvation i rummets koordinater (for en sadan ek-
vation ger ju en yta eftersom 3 — 1 = 2). Daremot
kan en kurva forstas anges med hjalp av tvd sadana
ekvationer; kurvan ar da tydligen snittet mellan tva
ytor (en skdrningskurva).

En kurva i rummet kan ocksa parameteriseras, d.v.s.
skrivas som vardemangden till en funktion r av typen
R — R3. Till exempel ar helixen

H =r(R)
dar

cost

r(t) = g(sin t>, vVt € R.
t




Observationer och exempel

Notera att parametrisering av kurvor och ytor i grund och botten handlar om att konstru-
era ett koordinatsystem pa kurvan eller ytan i fraga.

= For att ange en position pa en kurva kravs ett (1) tal — vi sager att en kurva ar en en-
dimensionell "sak” (eg. mangfald).

= For att ange en position pa en yta kravs tva (2) tal — vi sager att en yta ar en tvadi-
mensionell “sak” (mangfald).



Exempel (kurva i rummet). Snittet mellan cylindern
C:=1{(x,y,z) ER%: x?+y?=1}
och planet
M=1{(x,y,z) ER3: x+y+2z=0}
ar ellipsen
r=Ccnl={(vy,2z) R x*2+y2=1 och x+y+z=0}

Denna &r ocksa bilden I' = r([0, 2rr[) av intervallet [0,2r[ € R under
parametriseringsfunktionen r: [0, 2t[ —» R3 definierad av

cost
r(t) =e sint , vt € [0, 2m[.
—cost —sint




Exempel (cylinder). Cylindern

C:={(xy2z) eR3: x%2+y%=1, 0<z<1}
ar bilden C = r(D) av rektangeln D = [0, 2x[ X [0, 1] € R? under parametriseringsfunkt-
ionen r: D — R3 definierad av

cosu
r(u,v) =e| sinu |, V(u,v) € D.
v




Exempel (paraboloid). Om ytan man vill parametrisera ar en graf kan man anvanda x och
y (om z kan uttryckas i x och y) som parametrar.

Som exempel, betrakta paraboloiden z = x? + y2. Visst, den kan parametriseras p3 ett tri-

gonometriskt satt, med

2

U Cos v
r(u,v) = g(u sin v):
u




)

u
v
u? + p?

p

Men man kan ocksa anvanda p(u, v) = g(




Exempel (snett plan innanfér paraboloid). Ibland ar det svaraste med en pa-
rametrisering att bestimma parameteromrddet. Betrakta t.ex. den del S av
planet IT: x + z = 1 som ligger innanfér paraboloiden P: z = x? + y?2. Det &r
klart att den har ytan (som ar en del av grafen till det plana skalarfaltet

(x,y) »1—x)arS =r(D) dar

u
r(u,v)zg( v >
1—u

for ndgon delmangd D < R?, men vilken? Jo, vi inser att D maste vara skuggan (eg. den ortogonala projektionen) av

S pa xy-planet (fast betraktat som en delmangd av R? i stéllet fér av R? x {0}). Fér att bestdmma skuggan bestam-
mer vi forst dess rand, vilken uppenbarligen ar skuggan av skarningskurvan mellan planet och paraboloiden. Men

x+z=1 2 2
(x’y‘Z)EHnP — {x2+y2=Z — X -|—y =1—x —Y
1) 5 1\ 5
ES <x+§> +y2 ZZ — (x,y,Z)EC== (x,y,z)E]Rg: <x+z) +y2 ZZ

saattIIN P c C, d.v.s. skdrningskurvan ar en delmdngd av den cirkuldra cylindern C.

Darfor ar

1\2 5
D ={(u,v)E]R2: <u+§> + v? SZ}'

d.v.s. D ir en den fyllda disken i uv-planet med radie v/5/2 kring punkten (— ;, 0). Se bild pa nasta sidal






Mer om ytor pa parameterform

Lat = = r(D) c R3 vara en yta given pa parameterform, d.v.s. den &r bilden av parameter-
omradet D c R? under parametriseringsfunktionen r: D — R3. L3t koordinaterna i para-
meterplanet vara (u, v).

Det ar klart att ), (u, v) och r,(u, v) ar parameterkurvornas hastighetsvektorer och
r,, (u, v) X r,(u, v) ér en normal till ytan, allt i punkten r(u,v) € £ med koordinaterna
(u,v) € D. Tangentplanet till ytan i den har punkten kan alltsa parameteriseras

(x,v,2) =r(u,v) +sr,(u,v) + tr,(u,v), (s, t) € R?,

Areaelementet ar dA = |r;,(u,v) X r,(u, v)|dudv. Det ar areaférstoringen mellan para-
meteromradet och ytan. Mer precist, om U c D &r en delmangd till parameteromradet, sa
har motsvarande del av ytan X arean fo dA = ffulr{t(u, v) X r,(u, v)| dudv. Hela ytan X

har foljaktligen arean

A(X) =ﬂ dA = H Ir;, (u,v) X r,(u,v)|dudv.
D D



Areaelementet ar

och ytans area ar darfor

Exempel. Sfiren med radie r > 0 kring origo ar X = r(D) dar

7 sin 6 cos @
r(6,p) = g(r sin 0 sin go)
T cos 6O

och parameteromradet ar rektangeln
D = [0,m] x [0,2n[ € R2.
Parameterkurvornas hastighetsvektorer ar
r cos 6 cos ¢
rp(6,0)=e (r cos 6 sin <p> och
—rsinf
—7sin @ sin (p)

ry, (6, 9) =g< 7 sin @ cos @
0

Enhetsnormalen ar

rg(0,9) X1, (0,9) _ (Si“ 0 cos ‘p>

= ; sin @ sin ¢

N6, )

dA = |ry(6, ¢) x r,(6,9)| dédp = r*sin6 dode

4 21T
A(Z)zﬂdA=ﬂrzsin9d9d<p=r2f sianBf dp =1?-2-2m = 4mr?.
D D 0 0



Mer om kurvor och ytor

Mer om kurvor och ytor finns i den namnda artikeln om flervariabelanalys samt pa

www.trecs.se

Se i synnerhet artikeln ”Basic Theory”.


http://www.trecs.se/

Del 2: Vektoranalys



Kurvintegraler i planet

Fysikalisk motivering: L3t F: R> — R? vara ett kraftfilt i planet, och 1t y c R? vara en
orienterad kurva i planet. Hur stort arbete utfor kraftfaltet F pa en partikel nar den forflyt-

tar sig langs y?



Lésning: Antag atty = r(I) dar r ar parametriseringsfunktionen och I = [a, b] € R &r ett in-
tervall. Dela in kurvan i N (t.ex. lika stora) bitar (N stort tal, sa att varje bit blir valdigt liten). Lat
t; € I vara tidpunkten da partikeln &r vid bit nummer i; den befinner sig da nara punkten r(t;)
och kanner av kraften F(r(ti)). Samtidigt gor partikeln nastan exakt den ratlinjiga forflyttningen

Ar =r(t;4,) —r(t;) = r'(t;)At.
Arbetet under denna forflyttning ar nastan precis

’( l)

AW, = (F(r(e0) - )As = F(r(t) * 175

Ir'(¢)1At = F(r(t)) - r'(t)A¢.

Det totala arbetet blir da nastan precis

N N b
z AW, = z F(r(t)) - r'(t)At som — j F(r()) - r'(t)dt

nar indelningen blir finare och finare. Det ar alltsa rimligt att antaga att det sokta arbetet ar pre-
cis gransvardet av Riemannsumman, d.v.s. integralen

= JbF(r(t)) .1 (t)dt.



Definition. L3t A: R? » R? vara ett vektorfilt och ¥y = r([a, b]) en kurva. D& &r kurvinte-

gralen av A langs y

jA . dr = fbA(r(t)) -1’ (t)dt.

Y a

Om A ar ett kraftfalt kan kurvintegralens varde foljaktligen tolkas som det arbete kraftfal-
tet utfor pa en partikel nar den ror sig langs y.

Observation. Vad hiander om A(r(t)) 1L r'(t) forallat € [a,b]?

Observation. ff A(r(®)) -r'(t)dt = f; A(r@®)) - I:EBI Ir'(t)|dt = ffA -tds.

(Anmarkning. Det vi kallar "kurvintegraler” borde egentligen kallas ”arbetsintegraler”. En ”arbetsintegral” ar da en speciell sorts “"kurvintegral”.)



Exempel 1. Lat A(x,y) = (x — y, x) och |at y vara halvcirkeln fran (1, 0) till (—1,0) i 6vre
halvplanet y > 0. Berdkna fyA - dr.

Lésning: Kurvan ary = r([0,]) dar

cost) X
sint/’

r(t) =9(

Salunda ar

. " , . " rcost —sint —sint .
fA-dr—jOA(r(t))-r(t)dt—fOg( cost )-g(cost)dt—

14

T T 1 T
=f (—sintcost+sin2t+coszt)dt=f (—Esin2t+1>dt=j dt = m.
0 0 0



Exempel 2. L&t A(x,y) = (x,y3) och I&t ¥ vara det rata linjestycket fran (3,0) till (1,1).
Berikna fyA - dr.

Lésning: Kurvan ary = r([0,1]) dar
_ /3-2t\ _ (3 —2
r(t)—g( ; )—g(o)+tg(1), vt € [0,1].
Salunda ar

1

LA dr = jolA(r(t)) ' (O)dt = fo e(® 2 e()ar= f:(—a 4t +t3)dt =
15

1



Greens sats
Lat y vara en sluten (*) och enkel kurva i planet, namligen randen till omradet D, d.v.s.

y =0D.0m (x,y) » F(x,y) = (P(x, y), Q(x, y)) ar ett vektorfalt i planet, sa ar

7€Fd—ff aQ aPdd
r 0x Oy xay

dar kurvintegralen ar tagen i positiv riktning, d.v.s. omradet D ar alltid till vdnster om ran-
den nar man gar i kurvans riktning.

(F ar C1 i en omgivning till D, y &r styckvis C1. * Inte som delmiangd av R?, utan som kurva.)



Exempel 1. L&t y vara enhetscirkeln och sitt F(x, y) = (x?y, y?x). Eftersom y =
r([0,2rr]) darr(t) = (cost,sint) ger en naiv berdkning att kurvintegralen

2 2m
2 4 i g
JF dr = j e (C_OSZ tsin t) -g( > t) dt = f (— cos? t sin? t + sin? t cos? t)dt =
y 0 sin? t cost cost .

=0

och med Greens sats far vi, dar D ar den fyllda enhetsdisken,

X = TCOSQ
OQ 6P ) ) y =rsing
3€F dr = ff 7% 9y dxdy—ﬂD(y — x°)dxdy = J=r =
E = [0,1] x [0, 27[
1 2m
= j (r?sin?t —r?cos? t)rdxdy = —j r3dr | (cos? @ —sin? @)de =
E 0 0

1 2T 1
—fr3drj cos2pdp = ——-0=0.
0 0 4

Att arbetet blir noll kan man faktiskt ocksa se direkt eftersom F(x,y) = xy(x,y) Il (x,y)
overallt ar vinkelrat mot enhetscirkeln.



Exempel 2. L&t y vara enhetscirkeln och sitt F(x,y) = (sinx? + y, sine”). Eftersom
y = r([0,27]) dar
r(t) = (cost,sint)
kan vi forsoka att berdkna kurvintegralen pa vanligt satt:
27 : 2 : .
sin(cos“t) + sint —sint
F.dr = e : ‘e dt =
f j —< sin(eSint) > —( cost )

Y 0
2T

= (= sin(cos? t) sint — sin? t + sin(es"t) cos t)dt = ?2?
0

men med Greens sats far vi, dar D ar den fyllda enhetsdisken,

fF dr—ﬂ a—Q—a—P dxdy=—dexdy=—A(D)=—7t.



Standardtrixande med Green

Lat F: R? — R? vara ett givet vektorfilt i planet, och Iat y vara 6vre halvan av enhetscirkeln
tagen moturs. Antag ocksa att fyF - dr ar svar att berdkna pa vanligt satt. Hur kan Green

komma till undsattning? (y ar ju inte en sluten kurva.)



Exempel 3. L&t F(x,y) = (siny?, 2xy cos y? + x3) och Iat y vara dvre halvan av enhetscirkeln ta-
gen moturs. Berdkna fyF - dr.

Lésning: Lat L vara det rata linjestycket fran (—1, 0) till (1,0) och Iat D vara 6vre halvan av den
fyllda enhetsdisken. D& &r fy+L F-dr= fyF ~dr + [ F - dr & enasidan, och Green ger fy+L F-dr=

ffD (g—g — g—;) dxdy a andra sidan. Eftersom
X =7COoSQ
o op = rsin
ﬂ <_Q_—)dxdy:3ﬂx2dxdy: y]_r‘/’ :3ffT3C052<pdrd<p:
D ax ay D — i
E: [O' 1] X [0, 7T]

_3[13dj” 2d_31n_3n
= Or rocosg0<p— 2 7°8

och

() = (¢,0) 1 1
jL F-dr= [:’(tt) = (t1,0)] = J_ 1F(r(t)) -r'(t)dt = j_ 19(2) g((l,) dt =0

t: —1-1

har vi

frrarm [ (22 Lo -3
-dr = — ——)dxdy — [F-dr =—.
y p\dx 0dy Y L 8



Greens sats och areor i planet
Greens sats kan anvandas for att berdkna plana areor. Lat y = dD vara en enkel sluten
kurva, randen till det plana omradet D. Om vi betraktar ndgot av vektorfalten

F(x,y) =(0,x) eller (—y,0) eller %(—y,x)

sa ger Greens sats att

aQ aP
fF dr—ff — — dxdy=f dxdy = A(D) = Arean av D.
dx Oy D

| ord: Arean av ett plant omrdade dr lika med kurvintegralen av nagot av vektorfélten F ovan
liings omradets rand (tagen i positiv riktning).

For ett fortraffligt pedagogiskt exempel, se exemplet dar vi bestammer arean innanfor den

sa kallade astroiden.



http://specials.rejbrand.se/und/TATA44/Uppgift%205.14.pdf
http://specials.rejbrand.se/und/TATA44/Uppgift%205.14.pdf

Ytintegraler

Antag att du har en funktion f: £ — R definierad pa nagon yta £ = r(D). Tank dig att du
delar in ytan i N bitar (N mycket stort och varje bit mycket liten) av arean AA, och i varje
bit berdknar produkten fAA. Summera sedan. Nar indelningen blir finare gar Rie-
mannsumman mot en integral, den sa kallade ytintegralen av f Over Z:

ZfAA 5 jfzfdA - ijf(r(u, 1)) I, x 13| dudv.

(I praktiken anges ofta f som en funktion D = R.) Notera att om f = 1 erhalles ytans area.



Exempel. Betrakta sfaren S = r(D) dar

sin 6 cos @

r(0,p) = g(sin@ sin <p>, v(0,9) ED
cos 6

och D := [0, [ x [0,2]. Om ytladdningstatheten [i enheten C/m?] pa S ar (6, @) = 6 +
@ i punkten med koordinater (8, ¢) € D, vad ar da den totala laddningen pa sfaren?

Lésning: Laddningen ar ytintegralen av f 6ver S, d.v.s.

Q=jffdA=jf(9+<p)sin9d9dcp=---=67T2.
s D



Flodesintegraler

Antag att J ar ett vektorfalt i rummet som anger flédestétheten for nagot (t.ex. vatske- eller
gas-) flode, d.v.s. ] har enheten kg/(m?:s). Om X = r(D) &r en yta i rummet med enhets-
normal N i varje punkt sa ar flédet av ] genom X vardet av flédesintegralen

[[3-aa=[[3-nan= [ srtum) Tt g x ) dua
. = - n = r . e r =
: : T T

= jf ](r(u, v)) - (r, X r,) dudv.
D

Notera att en flédesintegral ar en speciell sorts ytintegral, namligen en dar funktionen vi
integrerar over ytan ar J - n, flodets projektion pa normalriktningen. Vardet av integralen

har forstas enheten kg/s.



Exempel. Betrakta vektorfaltet

y
w=e()
1

och “fjardedelsparaboloiden” S = r([0,1]%) dar

u
r(u,v) =g< v )
u? + v?

Flodet av A genom § ar

jfsA-ﬁdA = ijA(l‘(u,v)) - (r), X1,) dudv = -UDEC(E) 'g<:§z>dudv _
— ij(—Zuv + Ddudv = fol fol(—Zuv + Ddudv = %

(Flodet ar beraknat i riktningen “uppat”, d.v.s. ”inat”. Hur ser man det?)



Exempel. Ibland behdver man inte ens parameterisera en yta for att berakna en flédesin-
tegral. | stallet kan det racka med att "hoppa in” direkt i definitionen.

Lat t.ex.

S={(kyz)eR3% xe€[01], yvel01], z=3} (=][01]*x%x{3}

vara en kvadrat i planet z = 3, och betrakta vektorfaltet

2
A(x,y,z) =e (1)
Z

Eftersom S naturligtvis har den uppatpekande enhetsnormalen (0, 0, 1) ser vi direkt att
flodet i riktningen uppat ar

f[a-man= [[e(1)-e(0)as =3 [[aa -2 -

dar A(S) = 1-1 =1 &rarean av kvadraten S.



Gauss sats

Lat A vara ett vektorfalt i rummet och |3t S = dK vara en sluten (*) yta, namligen begrans-
ningsytan till omradet K. D3 ar flodet ut ur K

f[asar=ff&na

(A ar C' i en omgivning av K, S styckvis C1. * Inte som delmingd av R3, utan som yta.)



Exempel. Betrakta vektorfaltet

xX+y
A(x,y,z) = g(y+z)

z+1

och enhetssfaren S = r(D), som ar randen till enhetsklotet K, dar

sin 6 cos @
r(0,p) = g(sin@ sin <p>, v(0,9) ED
cos 6

och D := [0, [ X [0, 2m]. Flodet ut genom S kan berdknas pa naivt satt:

sinf cos ¢ + sin 0 sin ¢ sin 8 cos ¢
jjA-ﬁdA=ﬂg< sin @ sin ¢ + cos 6 >-g<sin95in<p>sin9d0d<p=---=47r.
S b cosf + 1 cos 6

Med Gauss sats blir rakningarna enklare, eftersom (V- A)(x,y,z) = 3. Vifar

ﬂA-ﬁdA=ﬂ (V-A)dV=3ﬂ dV=3V(K)=3-4?n=4n.
S K K



Standardtrixande med Gauss




Kurvintegraler i rummet

Kurvintegraler i rummet fungerar som kurvintegraler i planet.

Exempel. Betrakta helixen y = r(|a, b]) dar

cost

r(t) = g(sin t), vVt e R

t

samt vektorfaltet

-y
F(x,y,2) =g( X >
1

Arbetet som kraftfaltet F utfér pa en partikel nar den ror sig fran r(a) till r(b) langs y ar

b b [—sint —sint
jF-dr=jF(r(t))-r’(t)dt=j g( cost)-g( cost)dt=
4 a a 1 1

b b
= j (sin®t + cos? t + 1)dt = J 2dt = 2(b — a).
a a



Stokes sats

Lat A vara ett vektorfalt i rummet, och ¥ en sluten (*) och enkel kurva. Lat ocksa
W = gﬁyA - dr vara kurvintegralen av A langs y.

Betrakta ndgon yta S som har y som randkurva (y = dS) (**) och lat ¢ = ffS(V X A)-ndA
vara flodet avV X A genom S. D3 ar
W = +¢,

dar plustecknet valjs omm n X t pekar in mot ytan, dar n ar ytans normal och t ar kurvans
tangent, d.v.s. omm vi har ytan till véinster om oss nar vi gar i kurvans riktning med huvudet
i ytans normalriktning.

(A ir C' i en omgivning av S, S styckvis C!. * sluten: inte som delmangd av R3, utan som kurva. ** rand: inte som del-
mangd av R3, utan som yta.)



Exempel 1. Betrakta vektorfiltet A(x,y,z) = (x2,xz%,xz) och ldty = {(x,y,2) €
R3: x? + y% = 1,z = 1} vara en cirkel i planet z = 1 (positivt orienterad sett ovanifrén).
Da ary =r([0,2x]) darr(t) = (cost,sint, 1), sa vi kan berdkna arbetet pa vanligt satt:

27 cos? t —sint 27
W=jA-dr=j el cost |-e| cost |dt= (cos?t — cos? tsint)dt =
Y 0 0

cost 0

27
= j cos?tdt = .
0

Men vi kan ocksa anvanda Stokes sats. Rotationen av A ar
(VX A)(x,y,z) = (—2xz,—z,2z2).

Vi maste nu valja ndgon yta som har y som randkurva. Det uppenbara valet ar den del av
planet z = 1 som ligger innanfér y, d.v.s. vivéljer ytan S = {(x,y,2) € R3:x%2 + y2 <
1,z = 1}. Vi behover inte ens parameterisera ytan for att bestimma flodet genom den:

o= f[oxm aaa[[o =) ef0)an= [[raa= f[aa- a0 =

Nar vi gar runt y med huvudet i riktningen Z har vi ytan till vanster, sa W = +¢ = m.



Exempel 2. Berdkna arbetsintegralen W = fyF -dr darF(x,y,z) = (y,0,0) och y ar
skdrningskurvan mellan paraboloiden z = x2 + y2 och planet x + z = 1 taget ett varv i

positiv riktning sett ovanifran (se tidigare exempel).

Lésning: Lat S vara den del av planet x + z = 1 som ligger innanfor paraboloiden; da ar
S =r(D) dar

. 2 : 2 2
r(u,v)zg(lil) och D={(u,v)E]R: (x+§> +y SZ}
Vidare ar
(VX F)(x,y,z) =(0,0,—1).
varfor
W=|F -dr 2 || (VxF) -fids =
fy r ﬂs( X F)-n
0 1
= jf (VxF)(r(u,v))-(r{ixr;)dudvff g( 0 )-g(O) dudv = —A(D) =
D D \—1 1

51

7



Vi kan bekréfta resultatet genom att berakna arbetet pa vanligt satt: y = r([0, 2x[) dar

/ 1+\/§ . \
5 2COS

V5
r(t) =e 7smt

1 5
1—<—E+7cost>)

Alltsa ar
[-sine
— —sin
W=fF-dr=f F(r(t))-r’(t)dt=j el 2 el st |dt =
y 0 0 0 2
0 K\/ﬁ _
7smt/

- 5j2ﬂ_2tdt_ 5  5m
= 40 Sin = 4 T = 1



Exempel 3. Betrakta vektorfaltet

y cos x eSinx
A(x,y,z) =e| gsinx 4 ¥
oY
-
och kurvany = r([0, 2r[) dar

cost
r(t) = g< sint )
sin 10t

Vad &r fyA - dr? Det ar klart att det existe-

rar en yta med y som rand; |at S vara na-
gon sadan yta. Eftersom

(VxA)(x,y,z) =0

(visa det!) ger Stokes sats att

jA-dr:iU(VxA)-ﬁdA=iﬂ0dA=i0=0.
14 S S



Potentialfalt

Betrakta ett vektorfalt A i en 6ppen mangd D i rummet eller planet. Om det existerar ett
skalarfalt ¢ [av klassen C!] sddant att A = V¢ i hela D sdger vi att A ar ett potentialfilti D,
och att ¢ ar potentialen till A.

Det ar mycket enkelt att visa att om A = (P, Q) ar ett potentialfilt i planet [med potential
av klassen C?] s ar

9Q oP

ox dy
Om A ar ett potentialfalt i rummet, sa ar det lika 1att att visa att
VXA=0.

Vi kan direkt dra tamligen langtgaende slutsatser om hur potentialfalt beter sig vad kurvin-
tegraler betraffar med hjalp av Greens och Stokes satser: kurvintegralen langs en sluten
och enkel kurva ar (ofta) noll (det har galler alltid for potentialfalt, men resonemanget som
gar via Green och Stokes kraver att ett par extra villkor ar uppfyllda — vilka?). Detta dr ekvi-
valent med att kurvintegralen mellan tva punkter dr oberoende av den precisa végen mel-
lan punkterna. (Visa den ekvivalensen!)



Om F ar ett potentialfadlt i D med potentialen ¢ sa ar
| F-dr = o) - 6@
14

for varje kurvay € D som gar fran a till b.

Det medfor ocksa att kurvintegraler av F ar oberoende av vagen mellan start- och slut-
punkt samt att kurvintegralen for varje sluten kurva i D ar noll.



| en sammanhédngande 6ppen mangd i planet/rummet galler

F = V¢ &r ett potentialfalt
)
JF-dr =¢(b) — $(a)
)

fyF - dr &r oberoende av vigen

()

gﬁyF - dr = 0 for varje sluten kurva y

U

—c_ = (i planet), VXF=0 (irummet)

Om omrddet dr enkelt sammanhdngande gdller éven den omvdnda implikationen nederst.



Ar det har filtet ett potentialfalt?



Exempel. Betrakta gravitationsfaltet

F(x,y,z) = —gZ
nara jordens yta. En potential ar

¢(x,y,z) = —gz

eftersom F(x,y,z) = V¢ (x,y, z). Notera att potentialen (som vi vill tolka som den poten-
tiella energin for en kropp med massan 1) minskar med 6kad hojd 6ver referensnivan
z = 0. Det kanns konstigt!

Inom fysiken definierar man potentialen ¢ av F via F = —V¢ i stallet!



Exempel. Vilket arbete utfor gravitationsfaltet pa en partikel med massan 1 kg nar den
ror sig langs kurvan nedan?




Exempel. Gravitationsfaltet fran en punktmassa M i origo (t.ex. solen) ar

& ) GM _ GM X
X,V,Z)=——T~F=— e

och har potentialen

GM GM _
d(x,y,2) = - . \/xz e (matematik)
eller
d(x,y,2) = —G—M == oM (fysik).
r VX2 +y2 + 72

Det elektrostatiska faltet fran en punktladdning Q i origo ar

A

'y
Ameyr?

E(x,y,z) =

och ar alltsa identiskt till formen.



Exempel. Det magnetiska faltet fran en oandligt lang ledare langs z-axeln i vilken en stat-
ionar strom flyter ar utanfor z-axeln

By, = o=t
S A TR T W)

Det ar latt att visa att
(VxB)(x,y,2) =0
(gor det!) men trots det r B inte ett potentialfalt i R3 \ {z—axeln}. Till exempel, om
y={(x,y,z) ER% x*+y*2=1, z=0}
som ary = r([0, 2z[) dar
r(t) = (cost,sint,0)

sa ar

2m 2m sint —sint 27
j&B-drzj B(r(t))-r’(t)dt=j kg( cost) (Cost)dt—kj dt =
% 0 0 0

= 2k # 0.



Kroklinjiga koordinater

Nu till nagot mycket enklare. Ett koordinatsystem i planet eller rummet ar ett satt att speci-
ficera positioner. Det “vanliga” kartesiska koordinatsystemet anvander tva vinkelrata axlar
med samma skala for detta andamal, se bilden till vanster. | det planpoldra koordinatsy-
stemet anger man i stdllet dels avstandet till origo, dels vinkeln fran positiva x-axeln, se bild
till hoger.

(x,y) =(4,4)



Sambandet mellan de kartesiska koordinaterna (x, y) och de planpoléra (p, ¢) for en och
samma punkt ar

X = pCcos¢
y = psing.

Om man i ett koordinatsystem i planet satter ena koordinaten lika med ett fixt tal erhaller
man en koordinatkurva. Nedan illustreras koordinatkurvorna i bade kartesiska och planpol-

ara koordinater.




= Mangden av geometriska vektorer baserade i en viss punkt i rummet eller planet kal-
las for punktens tangentrum och ar ett vektorrum under de vanliga operationerna.

= Ett koordinatsystem anvands inte enbart for att ange positioner for punkter, utan an-
vands ocksa for att ange komponenter for vektorer i varje tangentrum.

= Varje koordinatsystem ger namligen upphov till en naturlig bas i varje tangentrum.
Basvektorerna ar koordinatkurvornas hastighetsvektorer, fast normerade.

= Medan de kartesiska koordinaternas basvektorer X och ¥ ser likadana ut i varje punkt,
sa beror de polara koordinaternas basvektorer p och @ pa den aktuella punkten.



Exempel. Lat oss bestimma de poladra basvektorerna. | planet definieras alltsa de poléara
koordinaterna (p, @) av

X = pCcose
y = pSsin@.
Planet kan med andra ord parameteriseras

r(p,p) =¢e (g Z?;f;)

Koordinatkurvornas hastighetsvektorer ar

cos <p)

/ —p sin
rp(p; <p) = E(Sln(p P <p)

Ip(p, @) = 9( p COS @
med langder h, := 1 och h,, := p. | tangentrummet till punkten med polara koordinater
(p, @) har vi sdlunda basvektorerna

CoS @ 1

-~ — 1 ! _ - — ! —
p(p, ) T (0, ) —g(simp), ?(p,0) =1—15(p, ¢) —9(

— sin (p)
¢

COS

Skalarfalten h, och h, som d6k upp som “biprodukter” kallas for skalfaktorer och kommer

att vara mycket viktiga framover! Dessa memoreras!



Notera att den geometriska tolkningen av en skalfaktor till en kroklinjig koordinat ar sd
langt man forflyttar sig i rummet nér koordinaten 6kar en enhet (lokalt, just i den aktuella
punkten).




Koordinatsystem i rummet
Aven i rummet brukar man inféra nya koordinatsystem, framfér allt de sfariska koordina-
terna (7, 6, @) och de cylindriska koordinaterna (p, ¢, z) vilka definieras av

X =71sinfcos g
y =rsinfsin @

Z=71cos6
respektive
X = pCos@
y =psing
zZ = Z.

Dessa koordinatsystem bor vara bekanta sedan tidigare. Man bor memorera skalfaktorer-
na:

h, =1, hg =, h¢=rsin9

respektive



Sfariska koordinater

Cylindriska koordinater

Koordinatyta Beskrivning Koordinatyta Beskrivning
Sfar kring origo med ra- Cylinder kring z-axeln
r = konst. : SRl p = konst. v : .
die r. med radie p.
Enkelkon kring z-axeln Halvplan med z-axeln som
6 = konst. o @ = konst.
och spets i origo. rand.
Halvplan med z-axeln Plan parallellt med xy-
¢@ = konst. > z = konst. > - 4
som rand. planet vid hojden z.
Koordinatkurva Beskrivning Koordinatkurva Beskrivning
r = konst. Cirkel runt z-axeln. p = konst. Rat linje parallell med z-
6 = konst. @ = konst. axeln.
= , Halvcirkel kri [ = : :
r = konst a VC-I'F e rliwg origo p = konst Cirkel runt z-axeln.
@ = konst. med andar pa z-axeln. z = konst.
o e e . Strale (rat linje) fran z-
6 = konst. Strale (rat linje) fran @ = konst. ( je)
i axeln, parallell med xy-
@ = konst. origo. z = konst.

planet.



Vad ar da podngen med att inféra nya koordinatsystem i planet och rummet, utover de
kartesiska koordinatsystemen? Jo, i tillampningar med t.ex. sfarisk eller cylindrisk symmetri
ar ofta sfariska respektive cylindriska koordinater mycket behandigare.

Jamfor t.ex. gravitationsfaltets kartesiska uttryck

B GM X
G(X;Y;Z) - _(x2+y2+22)3/29 y
z

med dess sfariska uttryck

GM

G(T‘, 9,(p) = —r—zf

Eller betrakta det magnetiska faltet kring en ledare i vilken en stationar strom flyter:

k -y
B(x,y,2z) =x—e< X ),

att jamfora med



Differentialoperatorer i kroklinjiga koordinater

Givet ett skalarfalt uttryckt i kroklinjiga koordinater kan vi forstas “oversatta” till motsva-
rande uttryck i kartesiska koordinater. Sedan kan vi berdkna skalarfaltets gradient pa van-
ligt satt. Det erhallna vektorfaltet kan sedan 6versattas tillbaka till de kroklinjiga koordina-
terna. Far man samma sak om man forsoker berdakna gradienten direkt i det kroklinjiga ko-
ordinatsystemet, om man anvander den vanliga formeln for gradienten?

Till kartesiska koordinater

o(x, y, z) @ (uq,uy, uz)
(a 9 a) i (a ) 0)7
dx’ dy’ 0z o \duq 0uy duz/
v
V(P(x;)’:z) V(p(u11u21u3)

Tillbaka till de kroklinjiga
koordinaterna

Svaret ar i allmanhet "nej”.



Differentialoperatorer i kroklinjiga koordinater
Lat (uq,u,, u3) vara koordinaterna i ett ortogonalt kroklinjigt koordinatsystem med skal-
faktorer hq, h,, h;. Da dar gradienten

1 d¢ 1 d¢ 1 a¢
Vo = — — 6, + —— 0, + ———1
= o M T T

for varje skalarfalt ¢, och for varje vektorfalt A = A;u; + A,U, + A3U; ar divergensen

0 9, 0
V-A (A1hoh3) + o, (hyAzh3) + o, (hihyA3)

~ hyhyhs L0y,
och rotationen

hiu;  hyi; hsi
d d 9,
hihyhs | 0w, ou, Oug|
hi4A; hA;  h3ds;

VXA=

Notera att alla punkter anges i de kroklinjiga koordinaterna, och alla vektorkomponenter ar
givna relativt den bas i varje tangentrum vilken ges av det kroklinjiga koordinatsystemet.



Exempel. Betrakta det elektriska faltet

Q

r
ATrET?

E(r,0,¢) =

fran en punktladdning Q i origo. Berdakna flédet av E ut genom en sfar S kring origo med

radien R.

Losning: Vi kommer nu att integrera 6ver en koordinatyta, namligen r = R, med skalfak-
torerna hg = r och h, = rsin 6. Darfor ar areaelementet dA = hgh,dO0dp =

r2 sin @ dOd o s& att det sokta flodet

. Q .
= ndA = -fR?sin0 dfdg = U 0dode =
) -Us jf dme.R? F-f R°sin Q dme, Ssm ©

2T
fsm@d@ do = ¢ -2-2n=2,
0 41e €o

4-7'[60

ett standardresultat inom elektromagnetismen (som ocks& motiverar valet av (4mwey) ).



Exempel. Visa att flodet av

Q .

ATrET?

E(r,0,9) =

genom varje sluten yta som innehaller origo ar Q/¢,.

Lésning: Divergensen

V-E)r.6,0) = —— a( < 2'9) —0
ne ) = T sing \ ar A1re (T2 TSl -

Det 6nskade resultatet foljer nu av foregdende exempel och Gauss sats (hur?).
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