Varldshistoriens basta samman -

fattning av vektoranalysen
Andreas Rejbrand



Vad handlar vektoranalysen om?
A Falt
o Skalarfalt
o Vektorfalt(inklusive potentialfalt)
A Differentialoperatorer pa falt
o Gradient
o Divergens
o Rotation
A Tva sorters integraler
o Kurvintegraler (framfor allt arbetsintegraler)
o Ytintegraler (framfor allt flodesintegraler)
A Tre satser
o Greens sats
o Gauss sats
o0 Stokes sats
A Lite om alternativa (ickekartesiska) koordinatsystem i planet och i rummet



Del 1: Forbere delser



Flervariabelanalys
Goda kunskaper i flervariabelanalys ar nodvandiga foirathgangsrikstudera vektoraa-
lys. Speciellt anvandbara ar momenten

A kurvor och ytor

A skalar och vektorfalt

A gradient

A dubbel ochtrippelintegraler(mycket viktigt)

En fullstandig (160 sidor) sammanfattning av flervariabelanalysens grunder finns pa

http://rejbrand.se/rejbrand/dokument/flervariabelanalys.gd

Behovet av att repetera flervariabelanalysens grunder minskar nagot av det faktum att vi
ger en mycket kort repetition av de mest centrala begreppeet hardokumentet.


http://rejbrand.se/rejbrand/dokument/flervariabelanalys.pdf

Skalarfalt

Ett skalarfalti planet (rummet) ar en funktion som till varje punkilanet (rummet) ordnar
ett tal, d.v.s. en funktiomv typen

9 0a OA LALFYySa®a oA YT O

Exempel: %oGho p T @ ® kan tolkas som temperaturen i punktedfto N g .

Exempel: [ oftdd pm @ @ & kantolkas som temperaturen i punkten

~

chody N g .



NivAmangder

| planet: nivakurvor
Givet ett skalarfaltels © s i planetkan man erhalla en familurvor, de sa kalladeiva-

Yy

kurvorna%ocito  GdaroN o .

Exempel: Betraktaigefoofto p T @ & .D& &% afto  wmangden av punkter
ofto N A dar temperaturen ar preciegrader Celsius. For vage p Tér en
sadan mangd enirkel med centrum i origo

| rummet: n ivaytor
Givet ett skalarfalt g © s i rummetkan man erhalla en famijor, de sa kalladeivay-
tornal ofcdr  @daroN o .

Exempel: Betraktaigen oftdd pm ® ® & .Daar ofvhdt  cmangden
av punkter oftdt N 8 dar temperaturen ar precisgrader Celsius. For varje
@ p T@r en s&dan mangd esfarmed centrum borigo.

(I dessa bada exempel kan nivaméangderna kattermer eftersom de ar mangder av
punkter med samma#emperatur.)



Visualisering av skalarfalt i planet
Ett skalarfalt@ja © g i planet kan visualiseras pa flera olika satt.

Som ett mycket enkelt exempel betraktar vi skalarfal@th ® . Nedan visas

A till vanster:nivdkurvornamedd phchol8 hp misamtliga dessa &r koncentrisiak-
lar kring origo. Notera att nivakurvornas tathet ar ett matt pa hur snabbt funlgion
vardet andras.

A i mitten: ett fargat plandar funktionsvéardettsvarar mot bla farg och funktionsvéardet
p tevarar mot rod farg. Daremellan &ndrasoRh Bkomponenten i fargen ratlinjigt
med funktionsvéardet.

A till héger:grafena  "Ocadtd som tydligen &r effcirkulér) paraboloid




Bonusexempel
Fargat plan och graf till ett skalarfal®js © a som kan tdnkas ge det vertikala utslaget
hosen vattenytai narheten av tva punktformade vagkallor (interferensmonster).

Ovning i allman tankeverksamhet: Hurkan man via enkel digital bildbehandling erhalla
en familj av nivakurvor utifran det fargade planet?



Vektorfalt
Ett vektorfalti planet (rummet) ar en funktion som till varje punkt i planet (rummet) ordnar
en vektor, d.v.s. en funktioav typen
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Exempel

Det plana vektorfaltetA somdefinierasav

o Yy o T d)(b (b
A ohw H . ,C .
— P CLOW oW

illustrerastill hoger.




Tva fysikaliska tolkningar av vektorfalt
Det finns tva sarskilt enkla och viktiga fysikaliskgéndningsomradeav vektorfalt.

Hastighetsfalt

Dels karl ofto varahastighes-
vektornhos ett flode (t.ex. via
tenfléde, gasflode, blodflode) i
punkten & . Detta forutsd
ter, forstas, att hastighets\e
torn i punkten o inte beror
pa tiden d.v.satt flodet arstat-
ionart. En partikel som ror sig
med flodet kommer da att folja
enintegralkurvatill vektorfaltet,
d.v.s. en kurva vars tangent allti
ar lika medvektorn i samma
punkt.




Kraftfalt

A andra sidan kaé o vara
kraften i punkten ot . En pa-
tikel kommer da ha acoedation-

en—¢ oo i den punkten(l
detta fall kommer partikeln i &

manhetinte att folja en integr&
kurva.)

Till hGger visas vektorfaltet

£ G " som kan tolkas
som gravitationsfaltet i narheten
av jordens ytakEnboll har ka-
tats frén punkten iy med u-
gangshastighetenphr .




BonusexempelBetrakta
gravitationsfaltet i solg-
stemet:

P

¢ o i "I8

Har ror sig partiklarna
(d.v.s. planeterna) i efit
ser med solen i ena
brannpunkten.

Observera att illustra
ionentill hoger anvander
samma langd pa alla-p
lar, oberoende av vekte
faltets beloppi denaktu-
ella punkten (Varfor ar
det nédvandigt att géra
sa i det har fallet?)




Operatorer
A Till varjeskalarfalttohor ett vektorfalt, den s& kalladgradientenn %, definierad av

L

T o W G

N 90 G

A Till varjevektorfalt’/Ahor ett skalarfalt den sé kalladdivergensen t A definierad av

To 10 10

ntA ahohd : , 8
Tw T w T a

A Till varjevektorfalt’/Ahor ett annatvektorfalt, den s kalladeotationenn A defi-
nierad av

To 10

ol @ T Gy
UOA ofuig HS L9 Cg
ol o T oay
To 1o
T w T o

(Formlerna ovan gallersi . Notera atth ochn t har uppenbarayeneraliseringatill 5 .)



N %o C O A C O AA
n {°A skrivesocksd A EXO eller, pa engelska A EXO.
nooA o120 AODI

n a1Ftf NNFNE O ST U2NFNE
Notera att n f &ar en operator som tarinettd S { (i daIgeNifrdin sigettd 1 I £ NNF Nt
n ST G2NFNE ST G2NFNE G



Konventioner
Ibland latsas manat NNJ Sy £ @S| 02NE ¥Y®Rh—£12YLRYySy (i SNE

| sddana fall kan%NBS y i F2 NXY St f 0 0 SwédlihgeinlSaEa da 2 ¥ SENG S YRz
skalarfaltet%e N t ‘Akan rent formellt betraktas soréskalarprodukted Y St £ 'y & @S G 2
och vektorfaltetA ochn  "Akan rent formellt betraktas sorékryssproduktes mellan

¢ @S 1 0 acNyektorfaltetA Detta bor dock enalst betraktas som minnesregler, och

inget annat. —h—h— &r ju inte en vektofkomponenterna &r ju inte tal)

58y £ adz/ Rl £arayiAddgint WANY 2 8§38 Mithéirondighe ¢ Syt A 30
ovan, definierade av sin verkan pa falt enfiyféregaende sida(Detta framgar extra ty-
ligt med den alternativa notatione@ O £ EAbchO 120



Geometrisk a tolkning ar
A Den geometriska tolkningen avadientenn %oér valkand sedan flervariabelanalysen.
N %odr ett vektorfalt, och vektorm %o ottt i punkten ot &r vinkelrat mot
skalarfaltetsnivamangdgenomjust denpunkten. Vektorn pekar at det hall skaldrfa
tet vaxer snabbast, och vektorns langdréktningsderivatani denna riktning.

>y ¥ N A A A A
>y ¥ x A AAA A
> ¥ ¥ X A4 A A4
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¥ ¥ A £ A 4 4 4 4
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A A 4 4 4 4 4 4 4
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I T
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LR I I T T SR W 3
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T ¥ ¥ 4 4 W n w ok
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A Den geometriska tolkningen alivergensen t ‘Aframgéarav Gauss sats!
n{A ofeddx ar ett métt pAden lokalaproduktioneni punkten ahufy .

Tankocksépa flode av vatten, som &r inkompressibalt 'l k 1t

A Den geometriska tolkningen agtationenn  ‘Aframgar av Stokes sats!
n A ofuha &r ett mattp& den lokalaotationeni punkten ahuiy .

Tank pa etflitet) skovelhjul i ett tvadimensionellt flode eller €liten) boll i ett tre-
dimensionellt fléde.

Aven om geometriska tolkningar ar trevliga och i manga fall anvandbara, sa ar de oprecisa
(i synnerhetde tva sistaovan); det ar alltid de precisa definitionerna av operatorerna som
géller.



Vektoridentiteter
Det ar latt att visa att

N N% k

for varje skalarfalteed ¢ SG 0 LI OGSYGAFE FNEG NN FEfOGAR @A N

Det ar ocksa latt att visa att
ntn AkT

for varje vektorfaltA (tank paStokes sateller magnetfalt och Maxwells ekvationer)

Slutligen bor alla kAdnna igen en av fysikens allra viktigaste ekvationer, namligen Laplaces
ekvationn %o ttdarLaplaceoperatorm Y definieras av
T % T % T %o

N %h Nt n% ‘ , , OA NIBYY
Tw Tw Ta

w»
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Kurvor i planet

En kurva i planet kan ges am ekvation i planets koordinaterTill exempel &r enhetsei
keln

o odrova o & p3

Visageratto w  p arekvationenfor enhetscirkeln. Ofta sager man lite islgt att
sjalvaekvationenw w  p €ar€ enhetscirkeln.

En kurva i planet kan ockparameteriserasd.v.s. skrivas som vardemangdéehen funk-
ijon"lav typensa © g . Till exempel &r enhetscirkeln

6 'l et
dar

! \ y A III &)" \ ™~
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Ytor i rummet

En yta i rummet kan ges awn ekvation i rummets koordinaterTill exempel &r enhetssf
ren

Yo vAa e O @ p8

Visdgeratto w @&  parekvationenfor enhetssfaren. Ofta sager man lite slarvigt
att sjalva ekvationemy ® G  p éare enhetssfaren.

En yta i rummet kan ockgirameteriserasd.v.s. skrivas som vardemangdéehen funk-
jon"lav typena © a . Till exempel &r enhetssfaren

YOI T i
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Kurvor | rummet

Enkurva i rummet kan naturligtvis inte skrivas som
en ekvation i rummets koordinater (fér en sadak e
vation ger ju erytaeftersomoc p (). Daremot
kan en kurva forstas anges mbjflp avtva sadana
ekvationer kurvan ar daydligensnittet mellan tva
ytor (enskarningskurva

En kurva i rummet kan ocksa parameteriseras, d.v
skrivas som vardemangden till en funktidav typen
a O a . Till exempel ar helixen
0 s
dar
A0
o "HOBIh o0ONAa8




Observationer och exempel

Notera att parametrisering akurvorochytor i grund och botten handlar om att konstr
era ettkoordinatsystenpakurvaneller ytani fraga.

A For att ange en position pa en kurva kravs ett (1}; télsager att en kurva &ar eme
RAYSY&aA2ySmahgfagal 1 ¢ o6S3 o

A For att ange emosition p& en yta kravs tva (2) @i sager att en yta ar en tvéd
YSyaArz2yStf éal 14 OoYBYIFIEROOD



Exempel(kurva i rummet) Snittet mellan cylindern

6h offava e 6o p

och planet

Lh ovhh "a wo o a ™

ar ellipsen

3 6 1 ofthdi va d o w p 20K & ¢ T8

r

Denna ar ocksd bilden 7 mic“ avintervallet it O s under
parametriseringsfunktionefid, ig* © s definierad av
ATo0

"o h “H O Bl h 1o~ mig* 8
AToO OBl




Exempel(cylinder) Cylindern

6h othava ww @ ph 1™ & p
arbildend 71’0 avrektangell0 mic*  mdp Oa under parametriseringsfunk
ionen”IdO© a definierad av

A160
oy "HOBSI h | 6l ™ 08




Exempel(paraboloid) Om ytan man vill parametrisera ar gnaf kan man anvanderoch
w(omakan uttryckas ivoch ) som parametrar.

Som exempel, betrakta paraboloidén @ . Visst, den kan parametriseras pa ett tr
gonometriskt satt, med

éA '|',og')
o "HOoOBI d,
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Men man kan ocksanvandal oho




Exempel(snett plan innanfér paraboloid) Ibland &ar det svaraste med emp
rametrisering att bestammpaarameteromradet Betrakta t.ex. den dé¥av
planett doo & p som liggeinnanférparaboloidenddgt @ . Det &r
klart att den har ytar(som ar en del av grafen till det plana skalarfaltet
ahd ™ p @yar’y "0 dar

for ndgon delmang® O s , men vilken? Jo, vi inser &tmaste varaskuggan(eg. den ortogonala projektiondrav
"Ypaw eplanet (fast betraktat som en delmangd av i stallet foravsa 11 ). FOr att bestamma skuggan besta
mer vi forst dess rand, vilken uppenbarligen ar skuggan av skarningskurvan mellan planet och paraboloiden. Men
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sdattt . 0 O 6, d.v.sskarningskurvan ar en delméngd av den cirkuldra cylindétn

Darfor ar

0O onag o P

c
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>

d.v.s.0&r en den fyllda diskend ¥planet med radig/uj ¢ kring punkten -t . Se bild p& nésta sidal!






Mer om ytor pa parameterform

Latt 1’0 Osa varaen yta given pa parameterform, d.v.s. den &r bilden av paramete
omradetO O s under parametriseringsfunktioneig0 © s . Latkoordinaterna i paa-
meterplanetvara 6h) .

Det &r klart atf'l 6h) och”l 6h) &rparameterkurvornas hastighetsvektorech
"l oy I 6hD &r ennormaltill ytan, allt i punkteril 6h) N + med koordinaterna
6h) N ‘'O. Tangentplanet till ytan i den har punkten kan alltsd parameteriseras

~ o~ ~

ohocha "Tohb  i71 6y o7l 6h) h i nNsa 8

AreaelementetrQo Sl ol "I 6h) €0 6 QDet arareaférstoringen mellan paa-
meteromradet och ytan Mer precist, omYO ‘O &r en delméngd till parameteromradet, s&
har motsvarande del av ytanareanA Q06 A S1 6 "I 6h) sQ 6 Qiela ytant

har foljaktligen arean

ot Q0 sl ol 1 6hy o6 B



Areaelementet ar

och ytans area atarfor
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Exempel Sfaren med radie
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Mer om kurvor och ytor

Mer om kurvor och ytor finnsden namnda artikeln om flervariabelanalys sgrat

Www.trecs.se

[S A addyySBakSTheoy ML A1 Sty ¢


http://www.trecs.se/

Del 2: Vektoranalys



Kurvintegraler i planet

Fysikalisknotivering: Latéda © a vara ett kraftfalt i planet, och 1&t O s vara en
orienteradkurva i planet. Hur stort arbete utfor kraftfaltétpa en partikel nar den forfty

tar sig langs ?



Losning: Antag atf’ "I "Odéar "l &r parametriseringsfunktionen oé® ¢hid O s &r ett in-

tervall. Dela in kurvan® (t.ex. lika storapitar (0 stort tal, sa att varje bit blir valdigt litenl.at

0 N “Qvara tidpunkten da partikeln ar vid bit numm#®&xden befinner sig da nara punkté o6

och kaénner av kraftea "l 0 . Samtidigt gor partikeln nastan exakt den ratlinjiga forflyttningen
3l 1o o 7l 0 308

Arbetet under dena forflyttning améastan precis

3w h €710 t'"Fi h €710 tS‘I

0 .
—Sl 080 €710 t7 0 308
5 $$ 80
Det totala arbetet blir ddnéstan precis
3w €0 171030 a2y €70 t71 0Q06

nar indelningen blir finare och finare. Det ar alltsa rimligt att antaga att det sokta arbepeear
cisgransvardet av Riemannsumman, d.v.s. integralen

w €0 t1 0Q8



Definition. Lat’Ada © a vara ett vektorfalt ochi ¢ en kurva. DA dkurvinte-
gralenav'Alangs

At Qlh Ao tT1 0Q8
Om'Aér ett kraftfalt kan kurvintegralens vardéljaktligentolkas som det arbete kraftfa

tet utfér pa enpartikelnar den ror sig langs.

Observation. Vad handeromA "1 d U™ o forallaoy ¢ho?

Observation. , ‘A"lo 11 0Q06 Ao fg—gl 080 Ai'HIB

(Anméarkning. 5S4 @A (FffFNI £§]1dzNBAYGISAINIfSNE 62NRS SISyt AaSy {yiaESHHEI €& WD S



Exempell. LatAcdhw & ofw och lat vara halvcirkeln franphit till  phrt i dvre
halvplanetwy T Beréakna "At'Ql

Losning: Kurvan & "I tif  dar

Salunda ar
ALQ ATTO t71T 0Q0O "HA | OO O Bol ;.

A
OBRio0 OEd Al 6006 goa;a 0 Q0 Qo “8



Exempel 2. LAt'A ¢fvo oty och 1t vara dé rata linjestyckefran oft till pip .

Berdakna ‘At Q.

Losning: Kurvan & "I tip dar
vy 4O SO w0
-0 -
Salnda ar
At Al Ao t71 0Q0 ‘H

U
3
T



Greens sats

Lat; vara ensluten(*) och enkekurva i planet, namligen randen till omradét d.v.s.

7T OOmahd m ¢ ¢ho 0 ofohD afd  &r ett vektorfalt i planet, s ar
- T
e t1Ql e L, Q' Qw

8 e

T
T

s -

dar kurvintegralen ar tagerpositivriktning, d.v.s. omrade® ar alltid till vansterom ran-
dennar man gar i kurvans riktning.

(¢ ar6 ienomgivning tillD,r ar styckvi® .* Inte som delmangd ag , utan som kurva.



Exempell. L&t vara enhetscirkeln och s&t afto & ofwo @ . Eftersont
| miet dar’lo AT o@D Bdl ger en naiv berékning att kurvintegralen

3ty e AI m@]\"" OE‘)Ts \ AT A r-=1 A LA T ’ \
¢t QI HYL YR f"H 2 2Q0 AT 6OEd OEOAT 6Q0O
— OELATOO - AIlOO
Tt

och med Greens sats far vi, d@r den fyllda enhetsdisken,

) i @ 1AT«O
rotro,_ ..., . . ...  i0kl
€ tQl — — ., Q0w w w QwQw .

T W W v o
Oh mip i

i OE®d i AT 6I QuQw 1 Qi AT © OIEe Q-

i Qi Alc@®Q- ?hxr@

Att arbetet blir nollkan manfaktisktocksasedirekteftersomé oy ® andd - o
overalltar vinkelrat mot enhetscirkeln.



Exempel 2. L&t/ vara enhetscirkeln och sétotto  OEKJ «OEQ . Eftersom
r 71 Tigt dar
o AlTom Bl

kan vi forsoka att berakna kurvintegralen pa vanligt satt:
. OEAT 6 OmI., O/, .
e tQl H 6 Ed t"H AT(‘)OQO

OEAT 6Ol OEbd OED AioMo eee
men med Greens sats far vi, d@&r den fyllda enhetsdisken,

¢ tQl ;— T—,’Q(b’Q(b QwQw 600 “8
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Standardtrixande med Green

Latéda © A vara ett givet vektorfalt i planet, och Iatvara 6vre halvan av enhetscirkeln
tagen moturs Antag ocksa att € t'Q'lar svar att beréakna pa vanligt satt. Hur kan Green

komma till undsattning? (&r ju inte en sluten kurva.)



Exempel 3. Laté ofto OBRIhcw A Td® @ och lat vara évre halvan av enhetscirketm
gen moturs Berékna ¢ t'Ql.

Losning: LatD vara det rata linjestycket fran phrt till phrt och 1&tOvara évre halvan av den
fylida enhetsdisken. Da gr €tQl1 _ ¢t'Q1 _ ¢tQlaenasidan, ochreenger £€t'Ql

A — — Qo Chdandra sidanEftersom
@ 1AT«O
ToOT O, .., e, @ 1OPBI
— — WQWo wWwQwWwQw N o | Al ©Qi Q-
Tl ® Ut
Oh mip it
oy v A .p.Y  a
o | Qi Al ©Q« ot—-t— —
T ¢ U
och
¢tQl 1o ph £0 1000 H tiH?T’Q() It
o pOp
har vi
roto,_ ... . ., ... @
€t Ql — — QwQw £tQl —38
T ol w U]



Greens sats och areor i planet
Greens sats kan anvandas for att berakna plana areof. L3t ‘Grara en enkel sluten
kurva, randen till det plana omrad@. Om vi betraktanagotav vektorfalten

d oy Tho Sff S M Sff%NJLﬁb

sa ger Greens sats att

<

CA

£ 1 Ql TT_ T—,’Qo‘o’Qo’o QuQwW O ! NBIg8 | @

e
e

| ord: Arean av etplantomrade ar lika med kurvintegralen aagotav vektorfalteré ovan
langs omradets rantagen i positiv riktning)

For ettfortraffligt pedagogiskt exempel, sxemplet dar vi bestdmmer arean innanfdr den
sa kalladeastroiden



http://specials.rejbrand.se/und/TATA44/Uppgift%205.14.pdf
http://specials.rejbrand.se/und/TATA44/Uppgift%205.14.pdf

Ytintegraler

Antag att du har en funktioi®@} © s definierad pa nagon yta "I ‘O . Tank dig att du
delar in ytan 0 bitar (0 mycket stort ochvarje bit mycket liten) av areas®, och i varje
bit berdknar produkten@06. Summera sedarNar indelningen blir finare gardRi
mannsumman mot en integral, den sa kalladietegralenav ‘Qvert :

"@0O QQ0O Q1o S 1sQ6 B

(I praktiken anges oft&@som en funktiodO© s.) Notera att om"Qk p erhalles ytans area.



Exempel. Betrakta sfarenY "I O dar
) OEHAT:O )
T+ "HOEOBI h | -+ N0
Al-©
ochOh Tt nit* . Om yladdningstatheter(i enhetenC/n] p&“Yar "Q—k
« i punkten med koordinater— N 'O, vad ardaden totala laddningen péfarer?

LOsning: Laddningen ar ytintegralen afoverY d.v.s.

0 "QQ6 — « OEIQ—Q<E ¢ 8



Flodesintegraler

Antag atté ar ett vektorfalt i rummet som angdtbodestathetenfor nagot(t.ex. vatske eller
gas) flode, d.v.s& har enheten kg/(rffs). Omt  "I'O &r en yta i rummet med enhst
normali i varje punkt sa &fl6det avé genomt vardet avilddesintegralen
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Notera att en flodesintegral ar en speciell sorts ytintegral, namligen en dar funktionen vi
integrerar dver ytan a€t1 , flddets projektion p& normalriktningenV/ardet av integralen
har forstas enheten kg/s.



Exempel. Betrakta vektorfaltet
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Exempel. Ibland behdver man inte ens parameterisera en yta for att berakna en flddesi
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Lat t.ex.
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vara en kvadrat planetad o, och betrakta vektorfaltet

~ ~
3

A Gt Hp 8

O N

Q

Eftersom"Ynaturligtvis harden uppéatpekandenhetsnormalen rirtp ser vi direkt att
flodet i riktningen uppat ar
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Gauss sats

Lat’Avara ett vektorfalt i rummet och Iaty T Ovara en sluter{*) yta, namligerbegrérs-
ningsgytan till omradet0 . Da ar flodeut ur 0
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(Aar0 ienomgivning av, "Ystyckvisd . * Inte som delmangd ag , utan som ytg.



Exempel. Betrakta vektorfaltet
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och enhetssfareilY 7l 'O, som ar randen till enhetsklotet, dar
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Med Gaussats blir rakningarna enklare, eftersomt’A ooy o. Vi far
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Standardtrixande med Gauss



