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Vad handlar vektoranalysen om?  
Á Fält 

o Skalärfält 

o Vektorfält (inklusive potentialfält) 

Á Differentialoperatorer på fält 

o Gradient 

o Divergens 

o Rotation 

Á Två sorters integraler 

o Kurvintegraler (framför allt arbetsintegraler) 

o Ytintegraler (framför allt flödesintegraler) 

Á Tre satser 

o Greens sats 

o Gauss sats 

o Stokes sats 

Á Lite om alternativa (icke-kartesiska) koordinatsystem i planet och i rummet 



Del 1: Förbere delser  
 



Flervariabelanalys  
Goda kunskaper i flervariabelanalys är nödvändiga för att framgångsrikt studera vektorana-

lys. Speciellt användbara är momenten 

Á kurvor och ytor 

Á skalär- och vektorfält 

Á gradient 

Á dubbel- och trippelintegraler (mycket viktigt). 

 

 

En fullständig (160 sidor) sammanfattning av flervariabelanalysens grunder finns på 

http://rejbrand.se/rejbrand/dokument/flervariabelanalys.pdf 

 

 

Behovet av att repetera flervariabelanalysens grunder minskar något av det faktum att vi 

ger en mycket kort repetition av de mest centrala begreppen i det här dokumentet. 

http://rejbrand.se/rejbrand/dokument/flervariabelanalys.pdf


 

Skalärfält  
 

Ett skalärfält i planet (rummet) är en funktion som till varje punkt i planet (rummet) ordnar 

ett tal, d.v.s. en funktion av typen 

ᴙ ᴼᴙ     όƛ ǇƭŀƴŜǘύ     ŜƭƭŜǊ     ᴙ ᴼᴙ     όƛ ǊǳƳƳŜǘύȢ 

 

 

Exempel: ‰ὼȟώ ρπ ὼ ώ kan tolkas som temperaturen i punkten ὼȟώᶰᴙ . 

 

Exempel: ὼȟώȟᾀ ρπὼ ώ ᾀ kan tolkas som temperaturen i punkten 

ὼȟώȟᾀᶰᴙ . 

  



Nivåmängder  

I planet: n ivåkurvor  

Givet ett skalärfält ‰ȡ ᴙ ᴼᴙ i planet kan man erhålla en familj kurvor, de så kallade nivå-

kurvorna ‰ὼȟώ ὧ där ὧɴ ὠ . 

Exempel: Betrakta igen ‰ὼȟώ ρπὼ ώ. Då är ‰ὼȟώ ὧ mängden av punkter 

ὼȟώᶰᴙ  där temperaturen är precis ὧ grader Celsius. För varje ὧ ρπ är en 

sådan mängd en cirkel med centrum i origo. 

 

I rummet: n ivåytor  

Givet ett skalärfält ȡ ᴙ ᴼᴙ i rummet kan man erhålla en familj ytor, de så kallade nivåy-

torna ὼȟώȟᾀ ὧ där ὧɴ ὠ . 

Exempel: Betrakta igen ὼȟώȟᾀ ρπὼ ώ ᾀ. Då är ὼȟώȟᾀ ὧ mängden 

av punkter ὼȟώȟᾀᶰᴙ  där temperaturen är precis ὧ grader Celsius. För varje 

ὧ ρπ är en sådan mängd en sfär med centrum i origo. 

(I dessa båda exempel kan nivåmängderna kallas isotermer, eftersom de är mängder av 

punkter med samma temperatur.) 



Visualisering av skalärfält i planet  

Ett skalärfält Ὂȡ ᴙ ᴼᴙ i planet kan visualiseras på flera olika sätt. 

Som ett mycket enkelt exempel betraktar vi skalärfältet Ὂὼȟώ ὼ ώ. Nedan visas 

Á till vänster: nivåkurvorna med ὅ ρȟςȟσȟȣȟρπ; samtliga dessa är koncentriska cirk-

lar kring origo. Notera att nivåkurvornas täthet är ett mått på hur snabbt funktions-

värdet ändras. 

Á i mitten: ett färgat plan där funktionsvärdet π svarar mot blå färg och funktionsvärdet 

ρπ svarar mot röd färg. Däremellan ändras R- och B-komponenten i färgen rätlinjigt 

med funktionsvärdet. 

Á till höger: grafen ᾀ Ὂὼȟώ som tydligen är en (cirkulär) paraboloid. 
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Bonusexempel 

Färgat plan och graf till ett skalärfält Ὂȡ ᴙ ᴼᴙ som kan tänkas ge det vertikala utslaget 

hos en vattenyta i närheten av två punktformade vågkällor (interferensmönster). 

  

Övning i allmän tankeverksamhet: Hur kan man via enkel digital bildbehandling erhålla 

en familj av nivåkurvor utifrån det färgade planet? 



Vektorfält  
Ett vektorfält i planet (rummet) är en funktion som till varje punkt i planet (rummet) ordnar 

en vektor, d.v.s. en funktion av typen 

ᴙ ᴼᴙ     όƛ ǇƭŀƴŜǘύ     ŜƭƭŜǊ     ᴙ ᴼᴙ     όƛ ǊǳƳƳŜǘύȢ 

 

Exempel 

Det plana vektorfältet Ἃ som definieras av 

Ἃὼȟώ Ἥ
τ ὼώ ςὼ
ρ ςὼώ σὼ

 

illustreras till höger. 
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Två fysikaliska tolkningar av vektorfält  

Det finns två särskilt enkla och viktiga fysikaliska användningsområden av vektorfält. 

Hastighetsfält  

Dels kan Ἶὼȟώ vara hastighets-

vektorn hos ett flöde (t.ex. vat-

tenflöde, gasflöde, blodflöde) i 

punkten ὼȟώ. Detta förutsät-

ter, förstås, att hastighetsvek-

torn i punkten ὼȟώ inte beror 

på tiden, d.v.s. att flödet är stat-

ionärt. En partikel som rör sig 

med flödet kommer då att följa 

en integralkurva till vektorfältet, 

d.v.s. en kurva vars tangent alltid 

är lika med vektorn i samma 

punkt. 

  



Kraftfält  

Å andra sidan kan ἐὼȟώ vara 

kraften i punkten ὼȟώ. En par-

tikel kommer då ha acceleration-

en ἐὼȟώ i den punkten. (I 

detta fall kommer partikeln i all-

mänhet inte att följa en integral-

kurva.) 

Till höger visas vektorfältet 

ἐὼȟώ Ὣὁ som kan tolkas 

som gravitationsfältet i närheten 

av jordens yta. En boll har kas-

tats från punkten πȟφ med ut-

gångshastigheten ρȟπ. 

  



Bonusexempel. Betrakta 

gravitationsfältet i solsy-

stemet: 

ἐὼȟώȟᾀ
ρ

ὶ
ἺȢ 

Här rör sig partiklarna 

(d.v.s. planeterna) i ellip-

ser med solen i ena 

brännpunkten. 

Observera att illustrat-

ionen till höger använder 

samma längd på alla pi-

lar, oberoende av vektor-

fältets belopp i den aktu-

ella punkten. (Varför är 

det nödvändigt att göra 

så i det här fallet?) 



Operatorer  
Á Till varje skalärfält ‰ hör ett vektorfält, den så kallade gradienten ɳ ‰, definierad av 

‰ɳὼȟώȟᾀ
‰

ὼ
ȟ
‰

ώ
ȟ
‰

ᾀ
Ȣ 

Á Till varje vektorfält Ἃ hör ett skalärfält, den så kallade divergensen ɳ ẗἋ, definierad av 

ẗɳἋ ὼȟώȟᾀ
ὃ

ὼ

ὃ

ώ

ὃ

ᾀ
Ȣ 

Á Till varje vektorfält Ἃ hör ett annat vektorfält, den så kallade rotationen ɳ Ἃ, defi-

nierad av 

ᶯ Ἃ ὼȟώȟᾀ Ἥ

ở

Ở
Ở
Ở
ờ

ὃ

ώ

ὃ

ᾀ
ὃ

ᾀ

ὃ

ὼ
ὃ

ὼ

ὃ

ώỢ

ỡ
ỡ
ỡ
Ỡ

Ȣ 

(Formlerna ovan gäller i ᴙ . Notera att ɳ  och ɳ ẗ har uppenbara generaliseringar till ᴙ .)   



 

 

 

 

 

‰ɳ
ẗɳἋ
ᶯ Ἃ

 skrives också 
ÇÒÁÄ‰
ÄÉÖἋ
ÒÏÔἋ

 eller, på engelska, 
ÇÒÁÄ‰
ÄÉÖἋ
ÃÕÒÌἋ

. 

 

Notera att 
ᶯ
ẗɳ
ᶯ

 är en operator som tar in ett 
ǎƪŀƭŅǊŦŅƭǘ
ǾŜƪǘƻǊŦŅƭǘ
ǾŜƪǘƻǊŦŅƭǘ

 och ger ifrån sig ett 
ǾŜƪǘƻǊŦŅƭǘ
ǎƪŀƭŅǊŦŅƭǘ
ǾŜƪǘƻǊŦŅƭǘ

. 

  



 

 

Konventioner  

Ibland låtsas man att ɳ ŅǊ Ŝƴ έǾŜƪǘƻǊέ ƳŜŘ έƪƻƳǇƻƴŜƴǘŜǊέ ȟ ȟ . 

I sådana fall kan ɳ‰ ǊŜƴǘ ŦƻǊƳŜƭƭǘ ōŜǘǊŀƪǘŀǎ ǎƻƳ έǾŜƪǘƻǊƴέ  ɳέgångerέ όŜƎΦ έǾŜǊƪŀƴŘŜ Ǉňέύ 

skalärfältet ‰, ɳ ẗἋ kan rent formellt betraktas som έskalärproduktenέ ƳŜƭƭŀƴ έǾŜƪǘƻǊƴέ  ɳ

och vektorfältet Ἃ, och ɳ Ἃ kan rent formellt betraktas som έkryssproduktenέ mellan 

έǾŜƪǘƻǊƴέ  ɳoch vektorfältet Ἃ. Detta bör dock endast betraktas som minnesregler, och 

inget annat. ȟ ȟ  är ju inte en vektor (komponenterna är ju inte tal). 

5Ŝƴ έǎǳƴŘŀέ ƛƴǎǘŅƭƭƴƛƴƎŜƴ är att ɳ , ɳ ẗ och ɳ  ŅǊ ƻǇŜǊŀǘƻǊŜǊ έin their own rightέ ŜƴƭƛƎǘ 

ovan, definierade av sin verkan på fält enligt förföregående sida. (Detta framgår extra tyd-

ligt med den alternativa notationen ÇÒÁÄ‰, ÄÉÖἋ och ÒÏÔἋ.) 

  



Geometrisk a tolkning ar  

Á Den geometriska tolkningen av gradienten ɳ ‰ är välkänd sedan flervariabelanalysen. 

‰ɳ är ett vektorfält, och vektorn ɳ‰ὼȟώȟᾀ i punkten ὼȟώȟᾀ är vinkelrät mot 

skalärfältets nivåmängd genom just den punkten. Vektorn pekar åt det håll skalärfäl-

tet växer snabbast, och vektorns längd är riktningsderivatan i denna riktning. 

   



 

 

Á Den geometriska tolkningen av divergensen ɳ ẗἋ framgår av Gauss sats! 

ẗɳἋ ὼȟώȟᾀ är ett mått på den lokala produktionen i punkten ὼȟώȟᾀ. 

 

Tänk också på flöde av vatten, som är inkompressibelt: ẗɳἾḳπ. 

 

Á Den geometriska tolkningen av rotationen ɳ Ἃ framgår av Stokes sats! 

ᶯ Ἃ ὼȟώȟᾀ är ett mått på den lokala rotationen i punkten ὼȟώȟᾀ. 

 

Tänk på ett (litet) skovelhjul i ett tvådimensionellt flöde eller en (liten) boll i ett tre-

dimensionellt flöde. 

 

Även om geometriska tolkningar är trevliga och i många fall användbara, så är de oprecisa 

(i synnerhet de två sista ovan); det är alltid de precisa definitionerna av operatorerna som 

gäller. 

  



Vektoridentiteter  

Det är lätt att visa att 

ᶯ ‰ɳ ḳ  

för varje skalärfält ‰ όέŜǘǘ ǇƻǘŜƴǘƛŀƭŦŅƭǘ ŅǊ ŀƭƭǘƛŘ ǾƛǊǾŜƭŦǊƛǘǘέύΦ 

 

Det är också lätt att visa att 

ẗɳᶯ Ἃ ḳπ 

för varje vektorfält Ἃ (tänk på Stokes sats eller magnetfält och Maxwells ekvationer). 

 

 

Slutligen bör alla känna igen en av fysikens allra viktigaste ekvationer, nämligen Laplaces 

ekvation ɳ ‰ π där Laplaceoperatorn ɳ Ў definieras av 

ᶯ‰ḧ ẗɳ ‰ɳ
‰

ὼ

‰

ώ

‰

ᾀ
     όƛ ǊǳƳƳŜǘύȢ 



Kurvor i planet  
 

En kurva i planet kan ges av en ekvation i planets koordinater. Till exempel är enhetscir-

keln 

ὅ ὼȟώᶰᴙȡשὼ ώ ρȢ 

Vi säger att ὼ ώ ρ är ekvationen för enhetscirkeln. Ofta säger man lite slarvigt att 

själva ekvationen ὼ ώ ρ έärέ enhetscirkeln. 

 

 

En kurva i planet kan också parameteriseras, d.v.s. skrivas som värdemängden till  en funkt-

ion Ἲ av typen ᴙᴼᴙ . Till exempel är enhetscirkeln 

ὅ Ἲπȟς“  

där 

Ἲὸ Ἥ
ÃÏÓὸ
ÓÉÎὸ

ȟ ὸᶅɴ πȟς“Ȣ 



 

Ἲȡᴙᴼᴙȟ Ἲὸ Ἥ
ÃÏÓὸ
ÓÉÎὸ

 

 

 

π ς“ -2 -1 1

-2

-1

1

Ἲ 



Ytor i rummet  
 

En yta i rummet kan ges av en ekvation i rummets koordinater. Till exempel är enhetssfä-

ren 

Ὓ ὼȟώȟᾀᶰᴙȡשὼ ώ ᾀ ρȢ 

Vi säger att ὼ ώ ᾀ ρ är ekvationen för enhetssfären. Ofta säger man lite slarvigt 

att själva ekvationen ὼ ώ ᾀ ρ έärέ enhetssfären. 
 

En yta i rummet kan också parameteriseras, d.v.s. skrivas som värdemängden till  en funkt-

ion Ἲ av typen ᴙ ᴼᴙ . Till exempel är enhetssfären 

Ὓ Ἲπȟ“ πȟς“  

där 

Ἲ—ȟ• Ἥ
ÓÉÎ—ÃÏÓ•
ÓÉÎ—ÓÉÎ•
ÃÏÓ—

ȟ ᶪ—ȟ• ᶰπȟ“ πȟς“
ǇŀǊŀƳŜǘŜǊƻƳǊňŘŜǘȟ
ƛ ŘŜǘ  ƘŅǊ ŦŀƭƭŜǘ Ŝƴ
ǊŜƪǘŀƴƎŜƭ ƛ

ǇŀǊŀƳŜǘŜǊǇƭŀƴŜǘ
ό πǇƭŀƴŜǘύΦ

Ȣ 



Ἲȡ ᴙ ᴼᴙȟ Ἲ—ȟ• Ἥ
ÓÉÎ—ÃÏÓ•
ÓÉÎ—ÓÉÎ•
ÃÏÓ—

 

 

 

 

Ἲ 



Kurvor i rummet  
 

En kurva i rummet kan naturligtvis inte skrivas som 

en ekvation i rummets koordinater (för en sådan ek-

vation ger ju en yta eftersom σ ρ ς). Däremot 

kan en kurva förstås anges med hjälp av två sådana 

ekvationer; kurvan är då tydligen snittet mellan två 

ytor (en skärningskurva). 

 

En kurva i rummet kan också parameteriseras, d.v.s. 

skrivas som värdemängden till en funktion Ἲ av typen 

ᴙᴼᴙ . Till exempel är helixen 

Ὄ Ἲᴙ  

där 

Ἲὸ Ἥ
ÃÏÓὸ
ÓÉÎὸ
ὸ
ȟ ὸᶅɴ ᴙȢ 



Observationer och exempel  
 

 

Notera att parametrisering av kurvor och ytor i grund och botten handlar om att konstru-

era ett koordinatsystem på kurvan eller ytan i fråga. 

 

Á För att ange en position på en kurva krävs ett (1) tal ς vi säger att en kurva är en en-

ŘƛƳŜƴǎƛƻƴŜƭƭ έǎŀƪέ όŜƎΦ mångfald). 

 

Á För att ange en position på en yta krävs två (2) tal ς vi säger att en yta är en tvådi-

ƳŜƴǎƛƻƴŜƭƭ έǎŀƪέ όƳňƴƎŦŀƭŘύΦ  



Exempel (kurva i rummet). Snittet mellan cylindern 

ὅḧ ὼȟώȟᾀᶰᴙȡשὼ ώ ρ 

och planet 

ɩḧ ὼȟώȟᾀᶰᴙȡשὼ ώ ᾀ π 

är ellipsen 

ɜ ὅ᷊ɩ ὼȟώȟᾀᶰᴙȡ ὼ ώ ρ ƻŎƘ ὼ ώ ᾀ πȢ  

Denna är också bilden ɜ Ἲπȟς“  av intervallet πȟς“Ṓᴙ under 

parametriseringsfunktionen Ἲȡ πȟς“ᴼᴙ  definierad av 

ἺὸḧἭ
ÃÏÓὸ
ÓÉÎὸ

ÃÏÓὸ ÓÉÎὸ
ȟ ὸᶅɴ πȟς“Ȣ 

  



Exempel (cylinder). Cylindern 

ὅḧ ὼȟώȟᾀᶰᴙȡשὼ ώ ρȟ π ᾀ ρ 

är bilden ὅ ἺὈ  av rektangeln Ὀ πȟς“ πȟρṒᴙ  under parametriseringsfunkt-

ionen ἺȡὈᴼᴙ  definierad av 

Ἲόȟὺ Ἥ
ÃÏÓό
ÓÉÎό
ὺ

ȟ ᶪόȟὺᶰὈȢ 

  

Ἲ 



Exempel (paraboloid). Om ytan man vill parametrisera är en graf kan man använda ὼ och 

ώ (om ᾀ kan uttryckas i ὼ och ώ) som parametrar. 

Som exempel, betrakta paraboloiden ᾀ ὼ ώ. Visst, den kan parametriseras på ett tri-

gonometriskt sätt, med 

Ἲόȟὺ Ἥ
όÃÏÓὺ
όÓÉÎὺ
ό

ȡ 

Ἲ 



Men man kan också använda Ἰόȟὺ Ἥ
ό
ὺ

ό ὺ
: 

 

 

Ἰ 

Ἰ 



Exempel (snett plan innanför paraboloid). Ibland är det svåraste med en pa-

rametrisering att bestämma parameterområdet. Betrakta t.ex. den del Ὓ av 

planet ɩȡ ὼ ᾀ ρ som ligger innanför paraboloiden ὖȡ ᾀ ὼ ώ. Det är 

klart att den här ytan (som är en del av grafen till det plana skalärfältet 

ὼȟώᵐρ ὼ) är Ὓ ἺὈ  där 

Ἲόȟὺ Ἥ
ό
ὺ
ρ ό

 

för någon delmängd ὈṒᴙ , men vilken? Jo, vi inser att Ὀ måste vara skuggan (eg. den ortogonala projektionen) av 

Ὓ på ὼώ-planet (fast betraktat som en delmängd av ᴙ  i stället för av ᴙ π). För att bestämma skuggan bestäm-

mer vi först dess rand, vilken uppenbarligen är skuggan av skärningskurvan mellan planet och paraboloiden. Men 

ὼȟώȟᾀᶰɩ᷊ὖ            
              

            
ὼ ᾀ ρ
ὼ ώ ᾀ

            
              

            ὼ ώ ρ ὼ            
              

             

            
              

            ὼ
ρ

ς
ώ

υ

τ
            

              
            ὼȟώȟᾀᶰὅḧ ὼȟώȟᾀᶰᴙȡ ὼ

ρ

ς
ώ

υ

τ
 

så att ɩ᷊ὖṒὅ, d.v.s. skärningskurvan är en delmängd av den cirkulära cylindern ὅ. 

Därför är 

Ὀ όȟὺᶰᴙȡש ό
ρ

ς
ὺ

υ

τ
ȟ 

d.v.s. Ὀ är en den fyllda disken i όὺ-planet med radie Ѝυςϳ  kring punkten ȟπ. Se bild på nästa sida!  



Ἲόȟὺ Ἥ
ό
ὺ
ρ ό

 

 

  

Ἲ 



Mer om ytor på parameterform 

Låt ɫ ἺὈ Ṓᴙ  vara en yta given på parameterform, d.v.s. den är bilden av parameter-

området ὈṒᴙ  under parametriseringsfunktionen ἺȡὈᴼᴙ . Låt koordinaterna i para-

meterplanet vara όȟὺ. 

 

Det är klart att Ἲ όȟὺ och Ἲόȟὺ är parameterkurvornas hastighetsvektorer och 

Ἲ όȟὺ Ἲόȟὺ är en normal till ytan, allt i punkten Ἲόȟὺᶰɫ med koordinaterna 

όȟὺᶰὈ. Tangentplanet till ytan i den här punkten kan alltså parameteriseras 

ὼȟώȟᾀ Ἲόȟὺ ί Ἲ όȟὺ ὸ Ἲόȟὺȟ ίȟὸᶰᴙȢ 

 

Areaelementet är Ὠὃ ȿἺ όȟὺ ἺόȟὺȿὨόὨὺ. Det är areaförstoringen mellan para-

meterområdet och ytan. Mer precist, om ὟṒὈ är en delmängd till parameterområdet, så 

har motsvarande del av ytan ɫ arean Ḁ Ὠὃ ḀȿἺ όȟὺ Ἲόȟὺȿ ὨόὨὺ. Hela ytan ɫ 

har följaktligen arean 

ὃɫ Ὠὃ ȿἺ όȟὺ ἺόȟὺȿὨόὨὺȢ



Exempel. Sfären med radie ὶ π kring origo är ɫ ἺὈ  där 

Ἲ—ȟ• Ἥ
ὶÓÉÎ—ÃÏÓ•
ὶÓÉÎ—ÓÉÎ•
ὶÃÏÓ—

 

och parameterområdet är rektangeln 

Ὀ πȟ“ πȟς“ṒᴙȢ 

Parameterkurvornas hastighetsvektorer är 

Ἲ —ȟ• Ἥ
ὶÃÏÓ—ÃÏÓ•
ὶÃÏÓ—ÓÉÎ•
ὶÓÉÎ—

   ƻŎƘ 

Ἲ —ȟ• Ἥ
ὶÓÉÎ—ÓÉÎ•
ὶÓÉÎ—ÃÏÓ•

π

Ȣ 

Enhetsnormalen är 

Ἒ—ȟ•
Ἲ —ȟ• Ἲ —ȟ•

Ἲ —ȟ• Ἲ —ȟ•
Ἥ
ÓÉÎ—ÃÏÓ•
ÓÉÎ—ÓÉÎ•
ÃÏÓ—

Ȣ 

Areaelementet är 

Ὠὃ Ἲ —ȟ• Ἲ —ȟ•  Ὠ—Ὠ•ὶÓÉÎ— Ὠ—Ὠ• 

och ytans area är därför 

ὃɫ Ὠὃ ὶÓÉÎ—Ὠ—Ὠ•ὶ ÓÉÎ—Ὠ— Ὠ• ὶẗςẗς“ τ“ὶȢ 



 

 

 

Mer om kurvor och ytor  
 

Mer om kurvor och ytor finns i den nämnda artikeln om flervariabelanalys samt på 

 

www.trecs.se 
 

{Ŝ ƛ ǎȅƴƴŜǊƘŜǘ ŀǊǘƛƪŜƭƴ έBasic TheoryέΦ 

http://www.trecs.se/


Del 2: Vektoranalys



 

 

 

 

Kurvintegraler  i planet  
 

Fysikalisk motivering: Låt ἐȡ ᴙ ᴼᴙ  vara ett kraftfält i planet, och låt Ṓᴙ  vara en 

orienterad kurva i planet. Hur stort arbete utför kraftfältet ἐ på en partikel när den förflyt-

tar sig längs ? 

  



Lösning: Antag att  ἺὍ där Ἲ är parametriseringsfunktionen och Ὅ ὥȟὦṒᴙ är ett in-

tervall. Dela in kurvan i ὔ (t.ex. lika stora) bitar (ὔ stort tal, så att varje bit blir väldigt liten). Låt 

ὸᶰὍ vara tidpunkten då partikeln är vid bit nummer Ὥ; den befinner sig då nära punkten Ἲὸ  

och känner av kraften ἐἺὸ . Samtidigt gör partikeln nästan exakt den rätlinjiga förflyttningen 

ɝἺ Ἲὸ Ἲὸ ἺὸɝὸȢ 

Arbetet under denna förflyttning är nästan precis 

ɝὡ ḧ ἐἺὸ ẗἼǶɝίḧἐἺὸ ẗ
Ἲὸ

ȿἺὸȿ
ȿἺὸȿɝὸ ἐἺὸ ẗἺὸɝὸȢ 

Det totala arbetet blir då nästan precis 

ɝὡ ἐἺὸ ẗἺὸɝὸ   ǎƻƳO ἐἺὸ ẗἺὸὨὸ 

när indelningen blir finare och finare. Det är alltså rimligt att antaga att det sökta arbetet är pre-

cis gränsvärdet av Riemannsumman, d.v.s. integralen 

ὡ ἐἺὸ ẗἺὸὨὸȢ 



 

 

Definition. Låt Ἃȡ ᴙ ᴼᴙ  vara ett vektorfält och  Ἲὥȟὦ  en kurva. Då är kurvinte-

gralen av Ἃ längs  

ἋẗὨἺḧ ἋἺὸ ẗἺὸὨὸȢ 

Om Ἃ är ett kraftfält kan kurvintegralens värde följaktligen tolkas som det arbete kraftfäl-

tet utför på en partikel när den rör sig längs . 

 

Observation. Vad händer om ἋἺὸ ṶἺὸ för alla ὸɴ ὥȟὦ? 

Observation. ᷿ἋἺὸ ẗἺὸὨὸ ᷿ἋἺὸ ẗ
Ἲ

ȿἺ ȿ
 ȿἺὸȿὨὸ ᷿ἋẗἼǶ ὨίȢ 

(Anmärkning. 5Ŝǘ Ǿƛ ƪŀƭƭŀǊ έƪǳǊǾƛƴǘŜƎǊŀƭŜǊέ ōƻǊŘŜ ŜƎŜƴǘƭƛƎŜƴ ƪŀƭƭŀǎ έŀǊōŜǘǎƛƴǘŜƎǊŀƭŜǊέΦ 9ƴ έŀǊōŜǘǎƛƴǘŜƎǊŀƭέ ŅǊ Řň Ŝƴ ǎǇŜŎƛŜƭƭ ǎƻǊǘǎ έƪǳǊǾƛƴǘŜƎǊŀƭέΦ) 



Exempel 1. Låt Ἃὼȟώ ὼ ώȟὼ och låt  vara halvcirkeln från ρȟπ till ρȟπ i övre 

halvplanet ώ π. Beräkna ᷿ ἋẗὨἺ. 

 

Lösning: Kurvan är  Ἲπȟ“  där 

Ἲὸ Ἥ
ÃÏÓὸ
ÓÉÎὸ

ȟ ὸᶅɴ πȟ“Ȣ 

Sålunda är 

ἋẗὨἺ ἋἺὸ ẗἺὸὨὸ Ἥ
ÃÏÓὸ ÓÉÎὸ
ÃÏÓὸ

ẗἭ
ÓÉÎὸ
ÃÏÓὸ

Ὠὸ

ÓÉÎὸÃÏÓὸ ÓÉÎὸ ÃÏÓὸὨὸ
ρ

ς
ÓÉÎςὸ ρὨὸ Ὠὸ “Ȣ 

-1 1

-1

1



Exempel 2. Låt Ἃὼȟώ ὼȟώ  och låt  vara det räta linjestycket från σȟπ till ρȟρ. 

Beräkna ᷿ ἋẗὨἺ. 

 

 

Lösning: Kurvan är  Ἲπȟρ  där 

Ἲὸ Ἥ
σ ςὸ
ὸ

Ἥ
σ
π

ὸἭ
ς
ρ
ȟ ὸᶅɴ πȟρȢ 

Sålunda är 

ἋẗὨἺ ἋἺὸ ẗἺὸὨὸ Ἥ
σ ςὸ
ὸ

ẗἭ
ς
ρ
Ὠὸ φ τὸ ὸ Ὠὸ

ρυ

τ
Ȣ 

1 2 3

1

2

3



 

 

 

Greens sats 

Låt  vara en sluten (*) och enkel kurva i planet, nämligen randen till området Ὀ, d.v.s. 

 Ὀ. Om ὼȟώᵐἐὼȟώ ὖὼȟώȟὗὼȟώ  är ett vektorfält i planet, så är 

ἐẗὨἺ
ὗ

ὼ

ὖ

ώ
ὨὼὨώ 

där kurvintegralen är tagen i positiv riktning, d.v.s. området Ὀ är alltid till vänster om ran-

den när man går i kurvans riktning. 

 

(ἐ är ὅ  i en omgivning till Ὀ,  är styckvis ὅ . * Inte som delmängd av ᴙ , utan som kurva.) 

  



Exempel 1. Låt  vara enhetscirkeln och sätt ἐὼȟώ ὼώȟώὼ. Eftersom 

Ἲπȟς“  där Ἲὸ ÃÏÓὸȟÓÉÎὸ ger en naiv beräkning att kurvintegralen 

ἐẗὨἺ ἭÃÏÓὸÓÉÎὸ
ÓÉÎὸÃÏÓὸ

ẗἭ
ÓÉÎὸ
ÃÏÓὸ

Ὠὸ ÃÏÓὸÓÉÎὸ ÓÉÎὸÃÏÓὸὨὸ

π 

och med Greens sats får vi, där Ὀ är den fyllda enhetsdisken, 

ἐẗὨἺ
ὗ

ὼ

ὖ

ώ
ὨὼὨώ ώ ὼ ὨὼὨώ

ὼ ὶÃÏÓ•
ώ ὶÓÉÎ•
ὐ ὶ

Ὁḧ πȟρ πȟς“

ὶÓÉÎὸ ὶÃÏÓὸὶὨὼὨώ ὶὨὶ ÃÏÓ• ÓÉÎ•Ὠ•

ὶὨὶ ÃÏÓς•Ὠ•
ρ

τ
ẗπ πȢ 

 

Att arbetet blir noll kan man faktiskt också se direkt eftersom ἐὼȟώ ὼώὼȟώ᷆ὼȟώ 

överallt är vinkelrät mot enhetscirkeln. 



 

 

Exempel 2. Låt  vara enhetscirkeln och sätt ἐὼȟώ ÓÉÎὼ ώȟÓÉÎὩ . Eftersom 

 Ἲπȟς“  där 

Ἲὸ ÃÏÓὸȟÓÉÎὸ 

kan vi försöka att beräkna kurvintegralen på vanligt sätt: 

ἐẗὨἺ Ἥ
ÓÉÎÃÏÓὸ ÓÉÎὸ

ÓÉÎὩ
ẗἭ

ÓÉÎὸ
ÃÏÓὸ

Ὠὸ

ÓÉÎÃÏÓὸÓÉÎὸ ÓÉÎὸ ÓÉÎὩ ÃÏÓὸὨὸ ȩȩȩ 

men med Greens sats får vi, där Ὀ är den fyllda enhetsdisken, 

ἐẗὨἺ
ὗ

ὼ

ὖ

ώ
ὨὼὨώ ὨὼὨώ ὃὈ “Ȣ 

  



 

 

 

 

Standardtrixande med Green  

 

Låt ἐȡ ᴙ ᴼᴙ  vara ett givet vektorfält i planet, och låt  vara övre halvan av enhetscirkeln 

tagen moturs. Antag också att ᷿ἐẗὨἺ är svår att beräkna på vanligt sätt. Hur kan Green 

komma till undsättning? ( är ju inte en sluten kurva.) 

  



Exempel 3. Låt ἐὼȟώ ÓÉÎώȟςὼώÃÏÓώ ὼ  och låt  vara övre halvan av enhetscirkeln ta-

gen moturs. Beräkna ᷿ἐẗὨἺ. 

Lösning: Låt ὒ vara det räta linjestycket från ρȟπ till ρȟπ och låt Ὀ vara övre halvan av den 

fyllda enhetsdisken. Då är ᷿ ἐẗὨἺ ἐ᷿ẗὨἺ ᷿ἐẗὨἺ å ena sidan, och Green ger ᷿ ἐẗὨἺ

Ḁ ὨὼὨώ å andra sidan. Eftersom 

ὗ

ὼ

ὖ

ώ
ὨὼὨώσ ὼὨὼὨώ

ὼ ὶÃÏÓ•
ώ ὶÓÉÎ•
ὐ ὶ

Ὁḧ πȟρ πȟ“

σ ὶÃÏÓ•ὨὶὨ•

σ ὶὨὶ ÃÏÓ•Ὠ• σẗ
ρ

τ
ẗ
“

ς

σ“

ψ
 

och 

ἐẗὨἺ
Ἲὸ ὸȟπ
Ἲὸ ρȟπ
ὸȡ ρO ρ

ἐἺὸ ẗἺὸὨὸ Ἥ
π
ὸ
ẗἭ
ρ
π
Ὠὸπ 

har vi 

ἐẗὨἺ
ὗ

ὼ

ὖ

ώ
ὨὼὨώ ἐẗὨἺ

σ“

ψ
Ȣ 



 

Greens sats och areor i planet  

Greens sats kan användas för att beräkna plana areor. Låt  Ὀ vara en enkel sluten 

kurva, randen till det plana området Ὀ. Om vi betraktar något av vektorfälten 

ἐὼȟώ πȟὼ     ŜƭƭŜǊ     ώȟπ     ŜƭƭŜǊ     
ρ

ς
ώȟὼ 

så ger Greens sats att 

ἐẗὨἺ
ὗ

ὼ

ὖ

ώ
ὨὼὨώ ὨὼὨώὃὈ !ǊŜŀƴ ŀǾ ὈȢ 

 

I ord: Arean av ett plant område är lika med kurvintegralen av något av vektorfälten ἐ ovan 

längs områdets rand (tagen i positiv riktning). 

För ett förträffligt pedagogiskt exempel, se exemplet där vi bestämmer arean innanför den 

så kallade astroiden. 

  

http://specials.rejbrand.se/und/TATA44/Uppgift%205.14.pdf
http://specials.rejbrand.se/und/TATA44/Uppgift%205.14.pdf


 

 

Ytintegraler  
 

Antag att du har en funktion ὪȡɫO ᴙ definierad på någon yta ɫ ἺὈ . Tänk dig att du 

delar in ytan i ὔ bitar (ὔ mycket stort och varje bit mycket liten) av arean ɝὃ, och i varje 

bit beräknar produkten Ὢɝὃ. Summera sedan. När indelningen blir finare går Rie-

mannsumman mot en integral, den så kallade ytintegralen av Ὢ över ɫ: 

 

Ὢɝὃᴼ ὪὨὃ ὪἺόȟὺ  ȿἺ Ἲȿ ὨόὨὺȢ 

 

(I praktiken anges ofta Ὢ som en funktion Ὀᴼᴙ.) Notera att om Ὢḳρ erhålles ytans area. 

  



 

 

 

Exempel. Betrakta sfären Ὓ ἺὈ  där 

Ἲ—ȟ• Ἥ
ÓÉÎ—ÃÏÓ•
ÓÉÎ—ÓÉÎ•
ÃÏÓ— 

ȟ ᶪ—ȟ• ᶰὈ 

och Ὀḧ πȟ“ πȟς“. Om ytladdningstätheten [i enheten C/m2] på Ὓ är Ὢ—ȟ• —

• i punkten med koordinater —ȟ• ᶰὈ, vad är då den totala laddningen på sfären? 

 

Lösning: Laddningen är ytintegralen av Ὢ över Ὓ, d.v.s. 

ὗ ὪὨὃ — •ÓÉÎ—Ὠ—Ὠ•Ễ φ“Ȣ 

  



 

Flödesintegraler  
 

Antag att ἔ är ett vektorfält i rummet som anger flödestätheten för något (t.ex. vätske- eller 

gas-) flöde, d.v.s. ἔ har enheten kg/(m2ẗs). Om ɫ ἺὈ  är en yta i rummet med enhets-

normal ἶ i varje punkt så är flödet av ἔ genom ɫ värdet av flödesintegralen 

 

ἔẗὨἋḧ ἔẗἶ Ὠὃḧ ἔἺόȟὺ ẗ
Ἲ Ἲ

ȿἺ Ἲȿ
ẗȿἺ Ἲȿ ὨόὨὺ

ἔἺόȟὺ ẗἺ Ἲ ὨόὨὺȢ 

 

Notera att en flödesintegral är en speciell sorts ytintegral, nämligen en där funktionen vi 

integrerar över ytan är ἔẗἶ, flödets projektion på normalriktningen. Värdet av integralen 

har förstås enheten kg/s. 

  



 

Exempel. Betrakta vektorfältet 

Ἃὼȟώȟᾀ Ἥ
ώ
π
ρ

 

och έŦƧŅǊŘŜŘŜƭǎparaboloidenέ Ὓ Ἲπȟρ  där 

Ἲόȟὺ Ἥ
ό
ὺ

ό ὺ
Ȣ 

Flödet av Ἃ genom Ὓ är 

Ἃẗἶ Ὠὃ ἋἺόȟὺ ẗἺ Ἲ ὨόὨὺ Ἥ
ὺ
π
ρ
ẗἭ

ςό
ςὺ
ρ

ὨόὨὺ

ςόὺ ρὨόὨὺ ςόὺ ρὨόὨὺ
ρ

ς
Ȣ 

(Flödet är beräknat i riktningen έǳǇǇňǘέ, d.v.s. έƛƴňǘέΦ IǳǊ ǎŜǊ Ƴŀƴ ŘŜǘΚύ 

  



 

Exempel. Ibland behöver man inte ens parameterisera en yta för att beräkna en flödesin-

ǘŜƎǊŀƭΦ L ǎǘŅƭƭŜǘ ƪŀƴ ŘŜǘ ǊŅŎƪŀ ƳŜŘ ŀǘǘ έƘƻǇǇŀ ƛƴέ ŘƛǊŜƪǘ ƛ ŘŜŦƛƴƛǘƛƻƴŜƴΦ 

Låt t.ex. 

Ὓḧ ὼȟώȟᾀᶰᴙȡשὼɴ πȟρȟשώᶰπȟρȟשᾀ σש πȟρ σ  

vara en kvadrat i planet ᾀ σ, och betrakta vektorfältet 

Ἃὼȟώȟᾀ Ἥ
ς
ρ
ᾀ
Ȣ 

Eftersom Ὓ naturligtvis har den uppåtpekande enhetsnormalen πȟπȟρ ser vi direkt att 

flödet i riktningen uppåt är 

Ἃẗἶ Ὠὃ Ἥ
ς
ρ
σ
ẗἭ
π
π
ρ
Ὠὃ σ Ὠὃ σὃὛ σ 

där ὃὛ ρẗρ ρ är arean av kvadraten Ὓ. 

  



 

 

 

Gauss sats 

 

Låt Ἃ vara ett vektorfält i rummet och låt Ὓ ὑ vara en sluten (*) yta, nämligen begräns-

ningsytan till området ὑ. Då är flödet ut ur ὑ 

Ἃẗἶ Ὠὃ ẗɳἋ ὨὠȢ 

 

(Ἃ är ὅ  i en omgivning av ὑ, Ὓ styckvis ὅ . * Inte som delmängd av ᴙ , utan som yta.) 

  



 

Exempel. Betrakta vektorfältet 

Ἃὼȟώȟᾀ Ἥ
ὼ ώ
ώ ᾀ
ᾀ ρ

 

och enhetssfären Ὓ ἺὈ , som är randen till enhetsklotet ὑ, där 

Ἲ—ȟ• Ἥ
ÓÉÎ—ÃÏÓ•
ÓÉÎ—ÓÉÎ•
ÃÏÓ—

ȟ ᶪ—ȟ• ᶰὈ 

och Ὀḧ πȟ“ πȟς“. Flödet ut genom Ὓ kan beräknas på naivt sätt: 

Ἃẗἶ Ὠὃ Ἥ
ÓÉÎ—ÃÏÓ• ÓÉÎ—ÓÉÎ•
ÓÉÎ—ÓÉÎ• ÃÏÓ—
ÃÏÓ— ρ

ẗἭ
ÓÉÎ—ÃÏÓ•
ÓÉÎ—ÓÉÎ•
ÃÏÓ—

ÓÉÎ—Ὠ—Ὠ•Ễ τ“Ȣ 

Med Gauss sats blir räkningarna enklare, eftersom ɳẗἋ ὼȟώȟᾀ σ. Vi får 

Ἃẗἶ Ὠὃ ẗɳἋὨὠ σ Ὠὠ σὠὑ σẗ
τ“

σ
τ“Ȣ 



Standardtrixande med Gauss  

 


