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Vi skall bestämma en potential för vektorfältet 

𝐀(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 2𝑟𝐫̂ +
2 sin 𝜃 cos 𝜃

𝑟
𝛉̂ −

sin𝜑

𝑟 sin 𝜃
𝛗̂ 

och sedan beräkna kurintegralen ∫ 𝐀 ⋅ 𝑑𝐫Γ
 där Γ är skärningskurvan mellan planet 𝑥 = 𝑦 och den del 

av ellipsoiden 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 = 9 som ligger i 𝑥, 𝑦 ≥ 0, 0 ≤ 𝑧 ≤ √2. Orienteringen hos Γ är moturs 

sett från punkten (1, −1, 0). 

Lösning: Låt potentialen heta Φ; då är 𝐀 = ∇Φ. I sfäriska koordinater har vi alltså 

 

{
  
 

  
 

𝜕Φ

𝜕𝑟
= 2𝑟

1

𝑟

𝜕Φ

𝜕𝜃
=
2 sin 𝜃 cos 𝜃

𝑟
1

𝑟 sin 𝜃

𝜕Φ

𝜕𝜑
= −

sin𝜑

𝑟 sin𝜃
.

 (1) 

Vi får 

𝜕Φ

𝜕𝑟
= 2𝑟            

              
⇒                Φ(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝑟2 + 𝑓(𝜃, 𝜑) 

1

𝑟

𝜕Φ

𝜕𝜃
=
2 sin𝜃 cos𝜃

𝑟
            

              
⇒                

𝜕Φ

𝜕𝜃
= 2 sin𝜃 cos 𝜃             

              
⇒                 

            
              
⇒                Φ(𝑟, 𝜃, 𝜑) = sin2 𝜃 + 𝑔(𝑟, 𝜑) 

1

𝑟 sin𝜃

𝜕Φ

𝜕𝜑
= −

sin𝜑

𝑟 sin𝜃
            

              
⇒                

𝜕Φ

𝜕𝜑
= −sin𝜑             

              
⇒                 

            
              
⇒                Φ(𝑟, 𝜃, 𝜑) = cos𝜑 + ℎ(𝑟, 𝜃). 

Från detta misstänker vi att 

Φ(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝑟2 + sin2 𝜃 + cos𝜑 

är en potential, och prövning i (1) visar att Φ duger. [Detta är inte det systematiska sättet att hitta 

den allmänna lösningen till (1). Det systematiska sättet är ju att gå i ett sicksack-mönster.  Men vi 

behöver inte bestämma den allmänna lösningen, utan bara hitta någon lösning, och det har vi ju 

uppenbarligen gjort! (De flesta vektorfält saknar ju potential, och för att bevisa att (1) saknar lösning 

måste man vara systematisk.)] 

Nu när vi vet att 𝐀 är ett potentialfält och vi har bestämt en potential kan vi förstås beräkna 

kurvintegralens värde bara genom att beräkna skillnaden i potential mellan slut- och startpunkt på 

kurvan. Ellipsoidens ekvation kan skrivas 

(
𝑥

3
)
2

+ (
𝑦

3 √2⁄
)

2

+ (
𝑧

√3
)
2

= 1 

så det är en koordinataxelparallell ellipsoid med halvaxellängderna 3, 3 √2⁄  och √3 längs 𝑥-, 𝑦- 

respektive 𝑧-axlarna. Nedan visas kurvan Γ, som uppenbarligen ligger i halvplanet 𝜑 =
𝜋

4
: 
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Startpunkten ligger i 𝑥𝑦-planet på linjen 𝑥 = 𝑦 och har de sfäriska koordinaterna 

(𝑟, 𝜃, 𝜑) = (√6,
𝜋

2
,
𝜋

4
) 

där 𝑟 = √6 kommer av att 𝑥2 + 2𝑦2 + 3 ⋅ 02 = 9 med 𝑥 = 𝑦 medför 𝑥 = 𝑦 = √3 (så 𝑟 =

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = √6). 

Slutpunkten ligger i planet 𝑧 = √2 (en bit under den övre begränsningen 𝑧 = √3 för ellipsoiden) på 

linjen 𝑥 = 𝑦 och har de sfäriska koordinaterna 

(𝑟, 𝜃, 𝜑) = (2,
𝜋

4
,
𝜋

4
) 

där 𝑟 = 2 kommer av att  𝑥2 + 2𝑦2 + 3 ⋅ √2
2
= 9 med 𝑥 = 𝑦 medför att 𝑥 = 𝑦 = 1 (så 𝑟 =

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2) och 𝜃 =
𝜋

4
 kommer av att avståndet från 𝑧-axeln är √𝑥2 + 𝑦2 = √2 och höjden 

är 𝑧 = √2 så 

avståndet från 𝑧-axeln

𝑧
= 1 

vilket ger 𝜃 =
𝜋

4
. Därför är arbetet 

∫𝐀 ⋅ 𝑑𝐫
Γ

= Φ(2,
𝜋

4
,
𝜋

4
) −Φ(√6,

𝜋

2
,
𝜋

4
) = −

5

2
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