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Uppgift 5.9

Betrakta vektorfaltet

AGr,y) = < 3x%2 + 4y )

y*+3y% +x
Lat kurvan y vara halvcirkeln fran (1,0) till (—1,0) i 6vre halvplanet y = 0.

Deluppgift A

Vi skall berdkna kurvintegralen fyA - dr, d.v.s. det arbete som kraftfaltet A utfér pa en partikel nar

den ror sig fran punkten (1,0) till punkten (—1,0) langs kurvan y. | A-uppgiften l6ser vi uppgiften pa
naivt satt, d.v.s. pa det vanliga sattet, genom att helt enkelt summera (integrera) ihop “kraft ganger

stracka” langs kurvan.

Vi behéver da parameterisera kurvan y. Det dr enkelt, ty det ar klart att y = r([0, r]) dar

r)=e(S07),  tefon]

sint

Arbetet dr ddrmed

" 3cos?t + 4sint —sint _
L3 — L2 e dt =
0 sin*t + 3sin“t + cost cost

s
= f (=3 cos?tsint —4sin®t + sin*t cost + 3sin? t cost + cos? t)dt.
0

W= J),A dr = fOnA(r(t)) r'(t)dt = f

Lat oss betrakta varje term for sig:

n -1

_ 2 . _ S = cost _ 2 _ 31-1 _ __

f 3 cos tsmtdt—[dsz_sintdt]—fl 3s%ds = [s°]7" =
s

J —4sin?tdt = —2m  (anvind t.ex. cos for dubbla vinkeln),

0

Vi
f sin*tcostdt =0 (avsymmetriskal),
0

Vi
f 3sin®tcostdt =0 (avsymmetriskial) och

0
s
J cos?tdt = (anvand t.ex. cos for dubbla vinkeln).
0
Salunda ar
W =-2 3
Deluppgift B

Vi skall nu berdkna kurvintegralen (arbetet) pa ett helt annat satt, namligen genom att utnyttja
Greens formel. Greens formel géller ju kurvintegraler éver slutna kurvor, men var kurva y ar inte
sluten. Idén &r da att "sluta till” y genom att ldgga till den rata linjen fran (—1,0) till (1,0); om vi
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kallar den linjen for L sa ar var nya slutna kurva y + L (eller, om man tanker pa kurvor som
punktmangder, y U L). Greens sats galler for y + L och ger

[ roar=[[ (22-2)aa
dr = ———=dx
y+L p\0x Oy Y

dér D &r omradet innanfor den slutna kurvan y + L och P och Q bara ar namn pa komponenterna
hos vektorfiltet, d.v.s. F(x,y) = (P,Q) = (3x? + 4y, y* + 3y? + x). Vi far

3
f F-dr=ff(1—4)dxdy=—3ffdxdy=——n
y+L D D 2

eftersom ffD dxdy = m/2 &r arean av halvdisken D (en halv disk med radie 1).

Nu har vi alltsa réknat ut fy+L F - dr, men vi sdker fyF - dr. Det &r emellertid sjélvklart att

j F-dr=fF-dr+fF-dr
v+L Y L

dar den senare kurvintegralen ar mycket enkel att ta fram, eftersom kurvan L ar en rat linje som kan
parameteriseras r(t) = (t,0) dar t gar fran —1 till 1. Salunda &r

<g (3:2) -g(é)) dt = fl 3c2dt = [t3]L, = 2.

-1

fLF dr = le(r(t)) r'(t)dt = fl

-1

Darfor har vi funnit

3n
fF-dr=f F-dr—fF-dr=———2
y y+L L 2

an en gang. Noter att Greens sats underlattar I6sningen av det har problemet.
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